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 المحاضرة الأولى 

 الأول الفصل 

 عرضهاوسائل تلخيص المعطيات و 
Methods of Summarizing and Presenting Data 

  :مقدمة
بعد تحديد مجتمع الدراسة و العينة وقياس قيم المتغير على أفراد العينة نحصل 
على البيانات)المعطيات( بصورتها الأولية و تسمى البيانات الخام. هذه البيانات 
تحتاج إلى تنظيم و تلخيص بطرق مناسبة ليتمكن الباحث من الاستفادة منها 

 المتعلقة بالمجتمع.واستخلاص النتائج المفيدة 

 سندرس أهم الطرق و الوسائل لتنظيم و عرض البيانات وهي:
 .الجداول التكرارية (1

 .المدرجات و المضلعات و المنحنيات التكرارية  (2

 .مخطط الساق و الورقة (3

 .المخطط الصندوقي (4

 .مخطط الدائرة)الفطيرة( (5

 .أشكال الانتشار و التبعثر (6

بد من النظر للبيانات على أنها من  البيانات لاعند تحديد الطرق المناسبة لعرض 
وكلا النوعين يمكن تنظيمها في ،نوعين بيانات كمية و بيانات اسمية )وصفية( 

 جداول تكرارية )جداول التوزيع التكرارية(.
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 ( :Frequency Tablesالجداول التكرارية ) 1-1
 الجداول التكرارية للبيانات الوصفية )الاسمية(: 1-1-1

 ،يتضمن الأول قائمة الفئات ،الجدول التكراري للبيانات الوصفية عمودين يحوي 
الثاني ويتضمن العمود  ،تي تكون البيانات)الصفات( المجموعة كل الحالات وهي

 .)عمود التكرارات( عدد عناصر العينة لكل حالة )تكرارات تلك الحالة في العينة(
 

التوزيع التكراري  (1-1الجدول)
 تم  ىمتوف  لمئة 

 تصنيفهم حسب سبب الوفاة

 

 

 

 

 

 
 :(1-1مثال )

تم تسجيلهم  متوف ى 100(  توزيع أسباب الوفاة لعينة من 1-1يبين الجدول )
تضمن العمود الثاني )عمود  ،إذخلال فترة زمنية محددة في مشفى المجتهد 

التكرارات( عدد الأشخاص من العينة لكل سبب من الأسباب الواردة في العمود 

(اةأسباب الوفالفئات  )  Frequency Percent 

 81.0 18 قلبية

 8180 5 أمراض الدم

 8180 4 أمراض عصبية

 8180 2 التسمم

 8180 5 الجهاز التنفسي

 81.0 15 حوادث سير

 81.0 17 سرطان

 8180 8 مضاعفات الحمل

 8180 6 هضمية

 810 20 أسباب أخرى متنوعة

Total 100 .8818 
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أمّا العمود الثالث عمود التكرارات النسبية فيحوي التكرار  ،)عمود الفئات(الأول 
 النسبي لكل فئة أي نسبة تكرارات تلك الفئة إلى حجم العينة .

  الجداول التكرارية للبيانات الكمية: 1-1-2

 ؛ات الكمية عنها للبيانات الوصفيةتختلف طريقة إنشاء الجداول التكرارية للبيان
مي فئة لحصلنا على جدول يحوي اعتبرنا كل قيمة من قيم المتغير الكلأننا لو 

وهو تبسيط وتلخيص  ،الشيء الذي يفقد عملنا هدفه ،من الفئات ا  كبير  ا  عدد
 :أتيلذلك نقسم بياناتنا إلى فئات كماي ،المعطيات

  ومتلاصقة مجال الأعداد الذي يحوي بيانات المتغير إلى فترات منفصلة نجزئ، 
 كون متساوية الطول بحيث تغطي جميع قيم المتغير. نعتبر الفئة الأولىغالبا  ت

أما الفئة الثانية ،هي ذلك الجزء من العينة الذي تقع بياناته في الفترة الأولى 
 فهي جزء العينة الذي تقع بياناته في الفترة الثانية وهكذا.. إلى آخر فئة.

  وذلك حسب الهدف من البحث ، فئة 15و  5أما عدد الفئات فيتراوح غالبا  بين
 Sturgesستارج ) ويمكن استخدام قاعدة ،وحسب طبيعة البيانات وحجمها

Rule  لتحديد عدد الفئات )k  نات عددها لبياn . 

                            𝑘 = 1 + 3.322 ln (𝑛) 

  kيعطي عداد الفترات لآتي و الجدول ا ،مع تقريب الناتج لأقرب عدد صحيح
 :  nلأحجام عينات مختلفة 

700 350 200 100 45 25 n 

11 10 9 8 7 6 k 
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  :نعرف مدى البيانات بأنه الفرق الموجب بين أكبر و أصغر قيمةتحديد الفئات 

𝑅 = 𝑋𝑚𝑎𝑥 − 𝑋𝑚𝑖𝑛  ثمّ نحدد طول كل فترة بأنه نسبة المدى إلى عدد
w  𝑤: ـو نرمز له ب ،الفترات =

𝑅

𝑘
إلى أقرب وحدة دقة و هي  ونقرب الناتج،   

 الخانة العشرية المستخدمة في تقريب البيانات فتكون الفترة الأولى

 [L1 = Xmin, U1 = L1 + w [،  تقل عن  مجموعة القيم التي لا وهي
L1 = Xmin  ،وتنقص عن  U1 = L1 + w   . 

L2  أما الفترة الثانية فهي مجموعة القيم التي لا تقل عن = U1  وتنقص عن 

U2 = L2 + w  : [L2 = U1, U2 = L2 + w[ . 

Lk  وهكذا فإنّ الفترة الأخيرة هي مجموعة القيم التي لاتقل عن = Uk−1 
Xmax [Lk  وهي ، حتى أكبر قيمة = Uk−1, Uk = Xmax[ . 

Xminقيمة أصغرها  45مثلا  لو كانت البيانات مؤلفة من  = و أكبرها         2.31
Xmax =  :  ونحسب  k=7حسب قاعدة ستارج نعتبر  3.35

  
𝑅

7
=

Xmax−Xmin

7
=

1.04

7
≅     نقرب النتاتج إلى أقرب وحدة دقة  0.1458

 وتكون الفترات هي  5115( إلى الأعلى لنجد 0.01)

 الحد الأدنى الحد الأعلى
2.46 2.31 
2161 2.46 
2.76 2.61 
2.91 2.76 
3.06 2.91 

3.21 3.06 

3.36 3.21 
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  نعرف الآن الجدول التكراري للبيانات بأنّه جدول من عمودين يتضمن العمود
الأول )عمود الفترات( وهي التي تصنف وفقها العينة إلى فئات ويتضمن 

هو عدد جزء   f𝑖العمود الثاني )عمود التكرارات(. تكرار كل فئة ونرمز بـ 
التكرارات مساويا  لحجم ويكون مجموع ، العينة الذي قيمه تنتمي للفترة المقابلة 

n . العينة = ∑ f𝑖
n
i=1 

  يمكن أن يضاف إلى جدول التكرارات عمود ثالث ندعوه عمود التكرارات
f𝑖  أي nليس إلا نسبة تكراراتها إلى  iوالتكرار النسبي للفئة  ،النسبية

n
   ،

∑  ونلحظ أنّ مجموع التكرارات النسبية يساوي الواحد
f𝑖

n

n
i=1 = 1. 

 التكرارات النسبية أو بدلا  عنه عمود تكرارات النسب  وقد نضيف إلى عمود
أي  100هو ناتج ضرب تكرارها النسبي بـ  iو التكرار المئوي للفترة  ،المئوية

  يساوي 
f𝑖

n
× فإذا كانت  ،iوهو ليس إلا النسبة المئوية لتكرار الفئة ،  100

n=150  وf𝑖 =  %20والتكرار المئوي  0.2فيكون التكرار النسبي  30
   .100ونلحظ أنّ مجموع التكرارات المئوية يساوي 

 (:2-1مثال)
 البيانات التالية تمثل مستوى الهيموغلوبين لعينة مكونة من خمسين شخصا  

1511 - 1416   - 1.13 - 151. - 1.11   - 1612 - 1612 - 1511 - 1.1. - 1.   
- 1.11   - 1411 - 1614  -1612 - 14 - 1611 - 1614 - 1612 - 131. - 1614 
- 1513 - 15 - 1.14 - 1613 - 1511 - 1611 - 1311  - 1513 - 1511 - 1113 
- 1515 - 1611 - 161. - 1511    - 1613  - 1613  - 1414 - 1615 - 1.14  - 1511   
- 151.    - 1611     - 1412  - 1.13 - 1.15     - 1511 - 1.   - 1315 - 1511 - 1511 
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يحوي عمودي  وفئات  6أوجد الجدول التكراري لتلك البيانات المكون من 
 النسبية والمئوية.التكرارات 

 :الحل

 نعين طول الفئة  n=50نوع البيانات كمية حجمها 
Xmax−Xmin

7
=

18.3−13.5

6
=  [18.3 , 13.5]نشكل تجزئة لمجال العينة  ،  0.8

 نجد حدود  الفترات  0.8طول كل فترة يساوي 
13.5  -  14.3  -  15.1  -  15.9  -  16.7  -  17.5   -  18.3         

ونسجل في العمود الثاني تكرارات كل فئة )عدد ، نرتب الفئات في العمود الأول 
 قيم العينة التي تنتمي لكل فترة(

 التكرارات المئوية
(

f𝑖

50
) × 100% 

 التكرارات النسبية
f𝑖

50
 f𝑖التكرارات  

مستوى 
 الهيموغلوبين

 الفترات
10% 
8% 

20% 
36% 
18% 
8% 

0.1 
0.08 
0.2 

0.36 
0.18 
0.08 

5 
4 

10 
18 
9 
4 

13.5-14.3 
14.3-15.1 
15.1-15.9 
15.9-16.7 
16.7-17.5 
17.5-18.3 

100 1 50  
 ( االتكرارات مع التكرارت النسبية والمئوية لمستوى الهيموغلوبين2-1الجدول )

 : (Cumulative frequency tables)التراكميةالجداول التكرارية  1-1-3
نعرف التكرار المتجمع الصاعد لفئة بأنه عدد البيانات المتضمنة في تلك الفئة 
وفي الفئات التي تسبقها. أما التكرار المتجمع الهابط لفئة فيساوي عدد البيانات 
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 ،وجدول التكرارات المتجمعة جدول الواقعة في هذه الفئة وفي الفئات التي تليها.
أما الثاني والثالث فيحوي ، عموده الأول يحوي الفترات )الفئات(  ،ن ثلاثة أعمدةم

التكرارات المتجمعة الصاعدة والتكرارات المتجمعة الهابطة على الترتيب للفئات 
 المقابلة.

بد هنا من الإشارة لأهمية جدول التكرارات الصاعدة في تقدير عدد البيانات  ولا
وكذلك  ،وعدد البيانات الواقعة بين قيمتين مفروضتين  التي تقل عن قيمة معينة

 لىجدول التكرارات المتجمعة الهابطة فيساعد في تقدير عدد البيانات التي تزيد ع
 أو تساوي قيمة معينة.

 (:3-1مثال )
( التكرارات المتجمعة الصاعدة والهابطة للبيانات التي تمثل 3-1نبين في الجدول )

 الهيموغلوبين. مستوى 

 ( تفسير التكررات الصاعدة والهابطة.3-1الجدول )

 التفسير
 التكرارات

 الهابطة
 التفسير

 التكرارات

 الصاعدة
 التكرارات

 مستوى 

 الهيموغلوبين

 
50 

 
 

5 

 

5 

 

13.5-14.3 

 

 14.3عن تقل لا قيمة 45

 

45 
 

 14.3 من أقل قيم 5
9 

 
4 

 
14.3-15.1 

 

 1511 عن تقل لا قيمة 41

 

41 
 

 15.1 من أقل بيانات 9
19 
 

10 
 

15.1-15.9 
 

 1511 عن تقل لا قيمة 31

 

31 
 

 15.9 أقل قيمة 19

 

37 
 

18 
 

15.9-16.7 
 

 .161 عن تقل لا قيمة 13

 

13 
 

 16.7 من أقل قيمة 27

 

46 
 

9 
 

16.7-17.5 
 

 4 1.15 عن تقل لا قيم أربع
 17.5من أقل قيمة 46

 
50 4 17.5-18.3 
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  :التكراريةالعرض البياني للجداول  1-2
لكنها غير كافية لعرض  بد منها ، إن تلخيص وتنظيم البيانات خطوة أساسية لا

ليتاح  وتمثيلها بيانيا  ، البيانات لذلك سنتعرف على أسلوب آخر لتقديم البيانات 
 للمهتم التعرف عليها دون عناء وتعب.

 ( :Frequency Histogramالمدرج التكراري  ) 1-2-1
المدرج التكراري للبيانات يتكون من مجموعة من الأعمدة المتجاورة المقامة على 

)الذي نمثل عليه حالات الصفة المدروسة عندما تكون   Oxالمحور الأفقي 
البيانات وصفية وفترات الفئات عندما تكون البيانات كمية( يساوي ارتفاع كل 

( الذي يمثل المدرج التكراري 1-1عمود تكرارات الفئة المقام عليها. انظر الشكل )
للأسباب المختلفة للوفاة لعينة من المرضى المتوفين خلال فترة محددة في مشفى 

يمثل تكرارات المستويات  المختلفة للهيموغلبين لعينة من  (2-1الشكل )و المواساة 
سريعة لكل من المدرجين إدراك  كيفية توزع فيمكن بنظرة   ،ا  خمسين شخص

وأيها لها أدنى تكرار. ويستفاد من  أسلوب  ،الحالات لها أعلى تكرار   العينة. أي
  تي:كما سنرى في المثال الآ العرض هذا في مقارنة عينتين  أو أكثر .
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 ( المدرج التكراري لأسباب الوفاة1-1الشكل )
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 ( المدرج التكراري لمستوى الهيموغلوبين 2-1الشكل )

 :(4-1مثال)

لأعمار عينة من  ،التوزيع و التوزيع النسبي المئوي ( يلخص 3-1الجدول )
من  90)  ا  شخص  150الأشخاص الذين توفوا في حوادث مرورية تتكون من

بل سن العينة إلى فئات عمرية الأولى قإذ جُزِّئت . (من الإناث  60الذكور و
سنة والثالثة فئة العشرينات  20و 10العاشرة والثانية مجموعة الأعمار ما بين 

 الفئة الثامنة من كانت أعمارهم في السبعينات أو أكثر. هكذا....و 
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والضحايا   –أ  –( التوزيع التكراري لأعمار الضحايا الذكور 3-1يظهر الشكل )
(  فيظهر مقارنة بين أعداد الضحايا الذكور 4-1أما الشكل ) . -ب  –الإناث 

 والإناث في كل فئة عمرية باستخدام مخطط الأعمدة .

 
     ( الجدول التكراري والتكراري النسبي المئوي لعينة ضحايا الحوادث المرورية.4-1الجدول )

 Male Female 

Age Frequency Percent Frequency Percent 

تسنوا أقل من عشر  3 3.3 2 3.3 

ةبين العشر والعشرين سن  19 21.1 10 16.7 

العشرينات فئة  23 25.6 16 26.7 

الثلاثينات فئة   13 14.5 13 21.7 

الأربعينات فئة  11 12.2 6 10 

الخمسينات فئة  10 11.1 5 8.3 

الستينات فئة  7 7.8 4 6.65 

يزيد السبعينات وما  4 4.4 4 6.65 

Total 90 100 60 100 
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 -ب  –أعمار الذكور                     -أ -أعمار الإناث             

 .(  التوزيع التكراري  لأعمار ضحايا حوادث السير للذكور والإناث 3-1الشكل )
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 لمقارنة أعداد العينتين في كل فئة عمرية المركب ( مخطط الأعمدة4-1الشكل )

 Frequency)المضلع التكراري والمضلع التكراري النسبي  1-2-2

Polygon): 
 ،عن المدرج التكراري ندعوه المضلع التكراري  ندسي آخر بديل  بياني هتمثيل  هناك

وهو عبارة عن خط منكسر يصل بقطع مستقيمة النقاط التي مساقطها مراكز 
على المحور الأفقي  المحددة فوقها النقطة وبدايته ات الفئاتالفئات وتراتيبها تكرار 

ات فوق فترة وهمية تكرارها صفر ونهايته كذلك على فترة وهمية تلي جميع الفتر 
أما المضلع التكراري النسبي فهو خط منكسر يصل النقاط التي لها  ،تكرارها صفر
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لكن تراتيبها هي التكرارات النسبية للفئات فهو لا يختلف  ،نفس المساقط المذكورة 
 من حيث الشكل عن المضلع التكراري العادي.

وغلوبين يم( المضلع التكراري والمنحني التكراري لمستوى اله5-1يمثل الشكل )
 ( .ونحصل على المنحني التكراري 2-1نظر المثال )عند عينة من الأشخاص .ا

  . إذا وصلنا النقاط السابقة بخط منحن  

            
 ( المضلع التكراري والمنحني التكراري لمستوى الهيموغلوبين 5-1الشكل ) 

 المضلع التكراري الصاعد و المنحني التكراري الصاعد 1-2-3
   Cumulative frequency polygon curve)          ) : 

ندعو الخط المنكسر الواصل بين مجموعة النقاط التي مساقطها على المحور 
الأفقي مراكز الفئات وعلى المحور الشاقولي التكرارات المتجمعة الصاعدة لتلك 
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النقاط الفئات بالمضلع التكراري المتجمع الصاعد والمنحني الذي يصل بين تلك 
 (. 6-1بالمنحني التكراري المتجمع الصاعد انظر الشكل )

 
 الصاعد لمستوى الهيموغلوبين ) التراكمي( ( المضلع التكراري المتجمع 6-1الشكل ) 

 مخطط الساق والورقة: 1-3

يشبه أسلوب الجداول التكرارية  (Tukeyهناك أسلوب آخر لتنظيم البيانات أعده )
فالساق  ،فقد استبدل الأعمدة بالأعداد نفسها ،وهو مخطط الساق والورقة ،الأعمدةو 

 هو القسم الصحيح من العدد والورقة القسم العشري.

ن الجدول التالي قيم المتغير الكمي الدال على حجم الزفير ييب (:5-1)مثال 
 :من طلاب كلية الطب ا  القسري بالثانية لخمسين طالب
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3.48 3.42 3.39 3.30 3.19 3.10 3.10 3.04 2.98 2.85 
3.83 3.78 3.75 3.69 3.60 3.57 3.54 3.52 3.54 3.50 
4.20 4.20 4.16 4.14 4.14 4.10 4.08 4.05 3.96 3.90 
4.68 4.56 4.56 4.50 4.47 4.47 4.44 4.32 4.30 4.30 
5.3 5.2 5.1 5.1 5 4.90 4.80 4.80 4.78 4.70 

 هو مخطط الساق و الورقة لتلك البيانات تيوالترتيب الآ

8  9  2 
0 1 1 1 3 3 4 4 5 5 5 5 5 6 6 7 7 8 9 9 3 
0 0 1 1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5 6 7 7 8 8 9 4 
0 1 1 2 3  5 

للدلالة على  2.9و  2.8تمثلان العددين  9و 8ورقتان  مثلا   2ففي الساق الأولى 
من العينة و مخطط الساق و الورقة شكل بسيط يوضح  2.98و  2.85القياسين 

 لنا كيفية توزع القياسات.

 المخطط الصندوقي:  1-4
مقارنة عينتين كل مبسط لنرغب في كثير من التطبيقات بعرض توزيع البيانات بش

يعيات . و كما نعلم لكل مجموعة قد يكون من المفيد استخدام الرب حينئذ  ، أو أكثر
الربيعي الأول و الثاني و ، )على الأقل( ثلاثة ربيعيات  الترتيبيةمن القياسات 

و  %50  و  %25ويعرف كل ربيعي بالقياس الذي تسبقه على الترتيب   ، الثالث
تستخدم هذه المقاييس لوصف توزيع  إِّذمن القياسات بعد ترتيبها تصاعديا   75%

 وتشتت البيانات .

للمحور  ين بشكل مواز  قرنين ممتد يفالمخطط الصندوقي عبارة عن صندوق ذ
الصندوق السفلية والعلوية   او تشير حافت، الشاقولي الذي تتوزع عليه القياسات 

وهذا يعني أن حافتي الصندوق تتضمنان  ،للربيعيين الأول و الثالث على الترتيب 
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ويفصل بينها خط أفقي يمثل الوسيط )الربيعي  ،نصف القياسات متوسطة القيم 
(. و تقع ربع القياسات ذات القيم الأصغر تحت الصندوق  و ربع القياسات الثاني

 ذات القيم الأعلى فوقه  .

 (: 6-1مثال)

بهدف مقارنة  تشتت أعمار ضحايا حوادث الطرق للذكور و الإناث رسمنا 
 ( .-1المخطط الصندوقي لعينتي الذكور و الإناث انظر الشكل )

 
 لتوزع وتشتت أعمار ضحايا حوادث المرور( مخطط صندوقي  7-1الشكل )

                                   :(Pie  Chartsمخطط الفطيرة )الدائرة(  ) 1-5

بد منها لإلقاء نظرة سريعة على  تبقى كل الوسائل التي ذكرناها إجراءات أولية لا
ولا تغني الدارس عن استخدام تقنيات متطورة لتحليل ، لكنها غير كافية  ،البيانات 

لإيجاد سبل وأساليب معينة  حال تدعونا الحاجة أحيانا   فعلى أي   ،المعطيات 
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لعرض البيانات على شكل تتيح للمهتم التعرف وبنظرة سريعة على الظاهرة 
 المدروسة.

إلى مجموعة  درجة( 360من هذه الأساليب رسم مخطط الفطيرة  وتجزئة الدائرة ) 
مع تكرارات الفئات )المجموعات الجزئية  وقياساتها من القطاعات الزاوية تتناسب

 التي تكون المعطيات (.

 :( 7-1) مثال

( هو الجدول التكراري لبيانات كمية تدل على عدد الولادات  5-1الجدول ) 
 امرأة حامل دخلن مشفى التوليد   108السابقة لعينة من  

 عدد الولادات التكرارات القطاعات الزاويةقياسات 
45

108
× 360 = 150  45 0 

36

108
× 360 = 120  36 1 

18

108
× 360 = 60  18 2 

6

108
× 360 = 20  6 3 

3

108
× 360 = 10  3 4 

360 108  

 ( قياسات القطاعات الزاوية لفئات عدد الولادات 5-1الجدول )
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 iفنجد قياس زاوية الفئة  ،يتضمن العمود الأخير قياسات زوايا الفئات الخمس 
f𝑖

n
× 18 يساوي  درجة. أي قياس زاوية الفئة الثالثة مثلا    360

108
360 = 60 . 

 بر علىفتدل المساحة الأك ، مخطط الفطيرة  لهذه البيانات الآتي(  1-1والشكل )
نساء اللاتي نسبة النساء اللاتي ينتظرن المولود الأول والمساحة الأصغر لنسبة ال

أولاد ... ةلهن أربع  

 

 ( مخطط الدائرة لعدد الولادات  8-1الشكل )                    
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  :(8-1)مثال

     الاسمية الشكل ولاسي ماتفيد هذه الطريقة في عرض البيانات جميع أنواع البيانات 
 (. 1-1( يظهر توزع أسباب الوفاة لعينة من المتوفين الواردة في المثال )1-1)

 
 سميةمخطط الدائرة لتوزع بيانات أسباب الوفاة الا( 9-1الشكل )

 (:Scatter diagramمخطط الانتشار) 1-6

فعند دراسة العلاقة بين  ، لكل نوع من البيانات الأسلوب الأفضل الذي يناسبه
متغيرين نرى من الأجدى أن نجعل المستوي ساحة لتمثيل العينة حيث تمثل 

غير الثاني على المحور الشاقولي، قياسات المتغير الأول على المحور الأفقي والمت
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تمثل العينة بنقاط منتشرة في المستوي مبعثرة أحيانا  ومتجمعة أحيانا   ثَم  ومِّنْ 
 شكل توزعها على طبيعة العلاقة بين المتغيرين. يدلنا ،أخرى 

 (:9-1مثال )

  . مختلفة   دماغية   يعانون نشبات   نسبة السكر والكوليسترول في الدم  لخمسين مريضا  ( 4-1الجدول )

قياسات معدل السكر في الدم والكوليسترول  الآتيالجدول  تمثل البيانات في
 مختلفة. دماغية   احتشاءات  سد الجامعي يعانون الأ راجعوا مشفى لخمسين مريضا  

لمجتمع  والكولستروللأخذ تصور أولي إذا كانت هناك علاقة ظاهرة بين السكر 
سم شكل الانتشار ، ندخل قياسات أحد المتغيرين وليكن الأول ر ن الاحتشاءات ،

ونمثله على  ، )السكر( ونمثله على المحور الأفقي وقياسات المتغير الثاني
 و نظهر شكل الانتشار للقياسات . ، المحور العمودي 

 

 الكولسترول
سكر 
 الدم

 الكولسترول
سكر 
 الدم

 الكولسترول
سكر 
 الدم

 الكولسترول
سكر 
 الدم

 الكولسترول
سكر 
 الدم

114 143 111 155 122 11 236 2.5 156 235 

165 211 116 13. 151 333 151 1. 111 11 

154 155 236 355 113 16 151 155 155 15 

11 223 251 115 14. 125 145 115 155 115 

161 13. 255 155 135 112 163 153 131 111 

126 11 255 125 165 155 131 12 165 255 

12. 12 1. 115 1.1 13 1.3 11 151 153 

221 13 235 155 1.3 125 141 11 265 115 

126 111 151 15 165 112 161 152 1.1 355 

2.1 16 115 13 231 115 112 225 1.. 155 
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 ا  الانتشار لمعدل الكوليسترول  مع  السكر في الدم  لخمسين مريض ( 11-1الشكل )
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 تمارين ومسائل
 تمثل ألوان عينة لنوع من الزهور: تيةالبيانات الآ .1

 -خضراء -بيضاء -بيضاء -زرقاء -زرقاء -صفراء -بيضاء -حمراء
 -صفراء -زرقاء -بيضاء -زرقاء -زرقاء -صفراء -بيضاء -حمراء -خضراء

 -حمراء -خضراء -حمراء -صفراء  -خضراء -حمراء -بيضاء -زرقاء
 -حمراء -خضراء -صفراء -صفراء -زرقاء -صفراء -زرقاء -حمراء -حمراء
 -حمراء -حمراء -صفراء -حمراء -خضراء -خضراء -حمراء -حمراء -صفراء

 حمراء. -خضراء

 ؟اتانينوع هذه الب ما -أ

 .أوجد التوزيع التكراري والتكراري النسبي والتكراري المئوي  -ب

 .مثل التوزيع التكراري بيانيا   -ت

 .ارسم مخطط الفطيرة لهذه البيانات -ث
 

 :أطوال عينة من طلاب كلية الطب الآتيةتمثل البيانات  .2

1.5- 16.- 16.- 161- 166- 166- 16.- 16.- 161- 166 

161- 161- 161- 1.5- 16.- 161- 161- 1.5- 166- 161 

16.- 1.5- 161- 161- 16.- 166- 161- 1.5- 161- 166 

161- 1.5- 1.5- 161- 1.5- 161- 161- 16.- 16.- 161 

166- 161- 166- 161- 16.- 16.- 1.5- 161- 1.5- 1.5 

 و المطلوب:
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 ؟ما نوع البيانات  -أ
 .ع التكراري النسبيأوجد التوزي -ب
 .بيانيا  مثل التوزيع التكراري  -ت
 .مثل البيانات باستخدام مخطط الدائرة )الفطيرة( -ث

جمع عالم تصنيف نباتات عينة من خمسة أنواع من النباتات في رحلة برية و . 3
 :تيحين فرزها وجد الآ

 الصنف الأول الثاني الثالث الرابع الخامس

 التكرارات 25 35 11 25 15

 ؟ما نوع هذه البيانات  -أ
 .التكراري و التكراري النسبييع أوجد التوز  -ب
 .ارسم المضلع التكراري النسبي -ت
أوجد مخطط الساق و الورقة )اعتبر العشرات و المئات هي الساق و الآحاد  -ث

 .هي الورقة(

ثم ، و سجل النتائج  ،أجرى طبيب صيدلاني تجارب على عينة من الفئران. 4
 :تينظمها في الجدول التكراري الآ

 مجال الوزن )غرام( 51-100 101-150 151-200 201-250

 التكرار)عدد الفئران( 25 25 15 15

 ؟ما نوع البيانات  -أ

 .زيع التكراري النسبي و المئوي أوجد التو  -ب
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 .أوجد المدرج التكراري المتجمع الصاعد -ت

 :عبارة عن وزن السمكة )بالكيلوغرام( تيةالبيانات الآ .5

3 - 2 - 315  - 115 - 215 - 4  - 115 - 115 - 215 - 3 - 4 - 215   - 215 - 2  

2 - 115  - 215  - 315 - 4 - 215 - 3   - 215  - 115 - 115 - 215  - 4 - 115  

315 - 115  - 215  - 315 - 2 - 115  - 315  - 215 - 215 - 215 - 215 - 1 - 3  

2 - 215 - 315   - 315 - 2 - 215 - 2 - 2 - 115 - 115      

 .مخطط الساق و الورقة أوجد  -أ
,𝑄1واحسب ، رتب البيانات تصاعديا   -ب Q2, Q3  الربيعيات الأول والثاني

 .والثالث
 .ارسم المخطط الصندوقي -جـ

 و قدرت ، محضرا  في لتر من الدم  55قيست كمية البوتاسيوم المأخوذة من  .6
 فكانت mm of 1Lبالوحدات الدولية 

4.8 -  4.6 -  4.3 -  4 -  4.9 -  4.7 -  3.3 -  4.3 -  4.9 -  4.8    
4.9   - 4.8 -  4.9 -  4.9  - 4.7 -  4.8  -  4.7 -  4.1 -  4.3 -  5.5  
 4.6 -  4.4 -  4.6 -  4.9 -  4.1 -  4.2  -  4.5 -  4.3 -  4    -  4.7    
4.8 -  4.3 -  4.7 -  4.4 -  5.3 -  4.6 -  4.5 -  5   -  4.9 -  4.4    

 4.7 – 4.2 – 5.1 – 4.1 – 4.4 – 4.1 – 4.4 – 4.9 – 4.7 – 4.8  
 

 و المطلوب:

 .و أوجد التكرارات المتجمعة الصاعدة ، نظم هذه البيانات في جدول تكراري  -أ
 .ارسم المنحني التكراري  -ب
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 .وارسم المخطط الصندوقي، احسب الربيعيات -ت

احتمال البقاء على قيد الحياة لمختلف الأعمار  الآتينبين في الجدول . 7
 :لمجتمعين مختلفين

احتمال البقاء على قيد الحياة للمجتمع 
 الثاني

احتمال البقاء على قيد الحياة للمجتمع 
 الأول

 الفئة العمرية

0.93 
0.9 

0.88 
0.86 
0.80 
0.75 
0.6 
0.4 
0.1 

0.05 

0.96 
0.95 
0.94 
0.92 
0.88 
0.76 
0.53 
0.21 
0.02 
0.01 

0-10 
10-20 
20-30 
30-40 
40-50 
50-60 
60-70 
70-80 
80-90 

90-100 

 طلوب:مالو 
ارسم مخطط الأعمدة لهذه البيانات لمقارنة احتمال البقاء على قيد الحياة بين 

 ؟ماذا تستنتج ،المجتمعين لكل فئة عمرية

 :طفلا   65قياسات التريغليسريد مصل الدم ل  الآتييبين الجدول . 8
0.21 – 0.30 – 0.34 – 0.39 – 0.42 – 0.47 – 0.52 – 0.58 – 0.66 -  0.83 – 

 0.26 – 0.32 – 0.35 – 0.40 – 0.44 – 0.48 – 0.54 – 0.50  - 0.79 – 0.88 – 
 0.20 – 0.30 – 0.34 – 0.39 – 0.42 – 0.47 – 0.52 -  0.58 – 0.66 – 0.81 – 
 0.27 – 0.32 – 0.36 – 0.40 – 0.44 – 0.48 -  0.53 – 0.60 – 0.72 – 0.96 – 
 0.28 – 0.33 – 0.37 – 0.40 – 0.45   - 0.49 – 0.56 - 0.62 – 0.78 – 1.03 – 
 0.29 – 0.15 – 0.46 – 0.50 -  0.64 – 0.78 – 0.90 – 0.92 – 0.98 – 1.20    
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 أوجد التوزيع التكراري لهذه البيانات مرة باستخدام أربع فئات فقط  -أ

 (0.20,0.44) , (0.45,0.69) , (0.70,0.94) , (0.95,1.20) 

 .فئات 15و مرة باستخدام 

, …, (1.10-1.20) (0.20-0.29) , (0.30-0.39) 

هل و  ارسم المدرج التكراري في كل مرة. أي الرسمتين أفضل لتمثيل البيانات؟ -ب
 ت؟آخر للفئا ا  تقترح عدد

 .تراه مناسبا  للبيانات أوجد تمثيلا  بيانيا  آخر -جـ

مستويات سكر الدم لمجموعة من طلاب السنة الأولى الآتية تمثل البيانات  .1
 (mmol/l of 1Lالطب ) كلية

3.3 - 415   -314 - 416  -316 - 313  - 313 - 411 - 311 - 4  

414 - 4 - 316       - 411 -41. - 212 - 311  - 316 - 41. - 511  

31. - 211 - 316  - 31. -5 - 414   - 411 - 412 - 314 - 41. 

411 - 414  - 311 - 411 - 311 - 4 - 314  - 6 - 413  - 411   

 و المطلوب:

 .لساق و الورقة لتنظيم البياناتمخطط ا أنشئْ  -أ
 .0.5أوجد التوزيع التكراري للبيانات باتخاذ طول فئة يساوي  -ب
 .ارسم مخطط الدائرة -ت
 .ارسم المضلع التكراري  -ث
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 المحاضرة الثانية                  

 الثانيالفصل 

 والعينات المجتمع
The Population and Samples  

 : مقدمة:2-1

تنبؤ عن المجتمع محل  أو الهدف الرئيسي للاحتمال هو الحصول على استقراء
الدراسة من واقع معلومات محتواة في عينة من هذا المجتمع تستخدم لتقدير معالم 

التباين  و عدد أفراده ،و  النسبة ،و  مثل الوسط الحسابي ، المجموع ،المجتمع 
 وغيرها.

سنبدأ موضوع المعاينة بتعريف عناصرها، فمن الملاحظ أن كل مشاهدة تحتوي 
على كمية من المعلومات عن الصفة المدروسة للمجتمع الذي أخذت منه العينة 

دد حجم العينة اللازمة لكمية ولأن المعلومات لها تكلفة فإن الباحث يجب أن يح
ومن المؤكد أن قلة . ها ضمن الميزانية المقررة إلي المعلومات التي يحتاج

وقد تكون كثرة ، المعلومات لا تعطي تقديرا  جيدا  للمعلمة أو للصفة المدروسة 
 المعلومات تبذيرا  للمخصصات المتوفرة.

إن نوعية المعلومات التي نحصل عليها من العينة تعتمد على حجمها )عدد 
يمكن التحكم بتباينها عن طريق  ذ؛ إِّ  بعض عنعناصرها( وعلى تباعدها بعضها 

وهذا ما يسمى بتصميم التجربة. ويمكن أن نشير إلى أسلوبين ، اختيار العينة 
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 نة.لجمع المعلومات هما أسلوب الحصر الشامل وأسلوب العي

 : الحصر الشامل والعينة:2-1-1

 (: Complete Enumeration)  أولًا: الحصر الشامل

ولكن هذه ، هذه الطريقة تعني دراسة شاملة لجميع أفراد المجتمع محل الدراسة 
وتحتاج إلى جهود وإمكانيات ضخمة، وهذا النوع من  ،الطريقة عالية التكلفة

ادات السكان والتعدادات الدراسات يتم عادة على فترات متباعدة مثل تعد
.... تستخدم بيانات الحصر الشامل في التخطيط لمختلف البرامج الزراعية

 السكانية والصحية للدولة.

 (: The sampleثانياً: العينة ) 

لمفردات يتم اختيارها من المجتمع محل الدراسة بشكل العينة هي مجموعة من ا
دراسة المجتمع بطريقة الحصر الشامل تبدو صعبة في كثير من  إِّذ إِّن  عشوائي، 

فإن معظم الدراسات تتم بطريقة ، الأحيان على الرغم من دقتها في أغلب الأحوال 
 العينة بدلا  من الحصر الشامل.

ب أن نهتم المجتمع( باستخدام الجزء حكما  دقيقا  يجلكي نحكم على الكل ) أي 
(. وتسمى عملية اختيار  Sampleالذي يسمى بالعينة ) بطرق اختيار هذا الجزء 

 (. Samplingهذه العينة بالمعاينة ) 

 ،من الضروري اختيار العينة بحيث تكون ممثلة للمجتمع أي تتصف بنفس صفاته
لمجتمع. من خلال دراسة تلك العينة يمكن وذلك لنستطيع تعميم نتائجها على ا

)  الاستدلال على خصائص المجتمع الذي أخذت منه عن طريق تقدير معالمه
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Parameter  ونظرية العينات تربط بين المجتمع والعينة حيث يمكن تقدير )
متوسط أو مجموع أو نسبة ما للمجتمع أو فترات الثقة لهذه المعالم باستخدام 

 (. Statisticsن العينة تسمى الإحصاءات ) مقاييس مأخوذة م

 : أسباب تفضيل العينة على الحصر الشامل:2-1-2

المعاينة هي علم وفن التحكم وقياس دقة المعلومات الإحصائية باستخدام 
، وأصبح من المألوف الاعتماد على العينات في الدراسات  النظريات العلمية

لكن اختيار  ، العينات يقلل من دقة المعلوماتوقد يعتقد أن استخدام ، المختلفة 
العينات بشكل صحيح يؤدي إلى نتائج دقيقة ) قريبة من الواقع ( قد لا تقل عن 

 أسلوب الحصر الشامل، لأسباب عديدة أهمها:

 محدودية الإمكانات لإجراء الحصر الشامل. (1

 طريقة العينات تقلل التكلفة والجهد والزمن. (2

 المجتمع.صعوبة حصر أفراد  (3

 تلف مفردات المجتمع المدروسة. (4

 لدراسته بطريقة الحصر. مسوِّغفي المجتمع المتجانس لا  (5

 كل هذه النقاط الإيجابية لأسلوب العينة عليها مآخذ نذكر منها: مع

 النتائج تقديرية. غت الدقة في استخدام العينات تَبْقَ مهما بل (1

 مؤهلة.استخدام العينات يحتاج إلى كوادر فنية مدربة و  (2

ومن ثم تحليل ، استخدام العينات يحتاج إلى تخطيط وإعداد وتنفيذ  (3
 المعلومات بعد الحصول عليها.
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 Basic Steps for: الخطوات الرئيسية في تصميم العينات )2-2

sampling design :) 

شخص مرتبين في ملف أمر سهل جدا ، لكن اختيار  1000إن اختيار عينة من 
التنقل بينها بالإضافة إلى إلى العينة من منطقة أو عدة مناطق متفرقة تحتاج 

 هو أمر أصعب بكثير.غبة الأشخاص في إعطاء المعلومات ، و ر  غياب

 لنعرض الآن الخطوات الرئيسية لاستخدام العينات:

 (: Objectiveأولًا : هدف الدراسة ) 

إذا  ولاسي مالأنها تحدد المطلوب، ، تحديد الهدف من الدراسة من أهم الخطوات 
 فقد تنسينا التفاصيل الهدف الرئيسي.، كانت الدراسة معقدة 

 (: The populationثانياً : تحديد المجتمع محل المعاينة ) 

 ،ستهايقصد بالمجتمع الأفراد أو العناصر أو المفردات أو الوحدات التي نرغب بدرا
لخ. فإذا إ...  اف  شَ فقد يتكون المجتمع من أشخاص ـ مرضى ـ منتجات طبية ـ مَ 

كنا نرغب في تقدير كمية المادة الفعالة في أحد أنواع المسكنات من إنتاج شركة 
أما إذا كنا نرغب في . أدوية محددة فإن المجتمع المدروس معروف ومحدد تماما  

، فإن المجتمع الذي سنختار منه العينة  الولادةتقدير متوسط وزن الأطفال عند 
هل نريد الذكور فقط أم الإناث ؟ أم مواليد هذه المنطقة أو تلك : غير محدد 

المدينة ؟... ويجب أن نتذكر أن المفردات تكون المجتمع ووحدة المعاينة ) 
Sampling Unitا  نباتأو  -ا  ( هي عبارة عن عنصر من العينة وقد تكون شخص 
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 .مدينة   أو - أسرة   أو -أو مشفى   – ا  ينمع

 (: The Frameثالثاً : الإطار ) 

قبل اختيار العينة يجب تقسيم المجتمع إلى وحدات معاينة، وهذه الوحدات يجب 
ألا تكون متداخلة. تسمى القائمة التي تحتوي على هذه الوحدات بالإطار. وتحديد 

الإطار قائمة بأفراد مجتمع ـ خريطة وقد يكون ، في المعاينة  مهمةالإطار خطوة 
منطقة ـ  صناديق من منتج معين ـ قائمة بأسماء شركات الأدوية في بلد ـ قائمة 

 بأسماء المشافي الخاصة ـ قائمة بأسماء أطباء الأسنان.
 (: Data collectionرابعاً : جمع البيانات ) 

لا تحتوي الاستمارة وأن ، يجب أن تتوافق البيانات التي تجمع مع هدف الدراسة 
 على تفاصيل كثيرة، الأمر الذي يقلل من جودة الإجابات.

 (: Sample Sizeخامساً : حجم العينة ) 

a) لا بأس ففإذا كان المجتمع متجانسا  ، خر يختلف حجم العينة من مجتمع لآ
أن يكون حجم العينة صغيرا ، مثال ذلك فحص الدم. فنقاط قليلة كافية لإجراء 

فإذا كنا نرغب في  ما إذا لم يكن متجانسا  فيجب زيادة حجم العينة .التحليل. أ
تقدير معدل الأمطار في الجمهورية العربية السورية يجب أخذ متوسط عدد 

 وذلك بسبب تفاوت المعدلات في مختلف المناطق.، كبير من المناطق 

b)    فكلما كان حجم  ،دقة الدراسة وصحة النتائج متناسبة مع حجم العينة  إِّن
 العينة أكبر كانت النتائج أقرب إلى الواقع.

c) الميزانية المقررة للدراسة تحدد حجم العينة. إذا كانت المخصصات قليلة فلا 
 وإذا كانت كبيرة فالأفضل زيادة حجم العينة. ،بد من تصغير حجم العينة 
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 (: Methods of data collectionسادساً : طرق جمع البيانات ) 

المدروسة بعد تحديد هدف  بد من جمع بيانات عن الظاهرة جراء أي دراسة لالإ
 مصدر داخلي وآخر خارجي ، وهناك مصدران تجمع منهما البيانات، الدراسة

 (.لث)الفصل الثا

 Sample Type andأنواع العينات وطرق المعاينة ):2-3

sampling techniques   :) 

التي تطرأ على المتغيرات خلال فترات زمنية مثل إذا كان الهدف مراقبة التغيرات 
جودة دواء ما ـ معدلات الإصابة بأحد الحمات الراشحة فإن العينة المختارة تظل 
ثابتة ) تحتوي على نفس وحدات المعاينة( على مدار الفترة الزمنية للدراسة. أما 

تي لا تحوي على النوع الشائع للعينات والأكثر استخداما  هو العينات المتغيرة )ال
نفس وحدات المعاينة إلا بالصدفة( فأخذ عينات ثابتة يؤدي إلى الضجر والملل، 
الأمر الذي قد ينعكس سلبا  على نوعية وجودة البيانات. لذا ينصح بتجديد العينة 

 أو تجديد جزء منها على الأقل.

الهدف من اد دراسته وعلى للمعاينة طرق متعددة تعتمد على نوعية المجتمع المر 
 وتقسم العينات إلى عينات عشوائية وعينات غير عشوائية.، الدراسة

 (:Random Sample:  العينات العشوائية ) 2-3-1

يتم في هذا النوع من العينات اختيار أفراد العينة من المجتمع بطريقة غير متحيزة 
هذا و ، س الإمكانية في الظهور في العينةبحيث نضمن لكل فرد من المجتمع نف
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يضمن إمكانية إخضاع هذا النوع من العينات للقوانين الاحتمالية ومن أنواع 
 العينات العشوائية:

( واستخدام Simple Random Sampleالعينات العشوائية البسيطة )  (1
 جداول الأرقام العشوائية: 

وتستخدم في حالة تجانس أفراد ، العينات العشوائية البسيطة أبسط أنواع العينات 
المجتمع محل الدراسة في الظاهرة المدروسة ومعرفة جميع أفراده. فيتم اختيار 

يتم ترقيمهم ثم اختيار الأفراد بسحب أرقام الأفراد  ، إذالأفراد إما بإجراء قرعة 
الداخلين في العينة بطريقة غير متحيزة وذلك بكتابة الأرقام على أوراق متشابهة 

طها جيدا  ثم سحب العدد المطلوب. وهناك طريقة أخرى أفضل وهي استخدام وخل
 يكون حجم العينة كبيرا . حين  ولاسي ماجداول الأرقام العشوائية 

يتكون جدول الأرقام العشوائية من مجموعة من الأعداد المكونة من خمس خانات 
بنسب  9ى إل 0وتحتوي على مجموعة الأرقام من ، مرتبة في صفوف وأعمدة 

وإن اختيار رقم من هذا الجدول يكافئ سحب ورقة بشكل عشوائي من ، متساوية 
ونوضح في ، 9 إلى 0مجموعة الأوراق المخلوطة جيدا  التي تحمل الأرقام من 

 المثال التالي طريقة استخدام هذا الجدول.

  (:1-2مثال )

مرضى من الذين زاروا إحدى  10نريد اختيار عينة عشوائية بسيطة مكونة من 
فإذا  ، وذلك خلال العام الماضي، الأسد الجامعي  مشفى العيادات الخارجية في
 .600إلى  1من  ا  يحمل كل اسم رقم ، 600افترضنا أن عددهم  

نختار بشكل عشوائي صفحة من الجدول ومن تلك الصفحة نحدد بشكل عشوائي 
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، في تقاطع السطر والعمود المختارين  ونبدأ من العدد الواقع، سطرا  وعمودا  
يتكون من ثلاث  600) لأن العدد ؛ونختار منه أول ثلاث خانات من اليسار 

م وثالث بترتيب نحدده مسبقا  سواء إلى اليمين أ ، ثم ننتقل إلى عدد ثان  خانات( 
ثم نحذف ، ونسجل قائمة بالأعداد التي تم اختيارها  ، الأسفل مالأعلى أ ماليسار أ

 .600 لىكل عدد يزيد ع

يقع في السطر  02338العدد  وجدنا 5والعمود  12لو كان رقم السطر المختار 
ولو حددنا جهة الانتقال مثلا إلى  338.نأخذ منه أول ثلاثة أرقام  5والعمود  12

 931،  165،  774،  772،  338في قراءة الأعداد نسجل )  ، وتابعنااليسار 
 ،812  ،153  ،090  ،649  ،754  ،822  ،924  ،515  ،917  ،655 
 لى(. نهمل الأعداد التي تزيد ع216،  313،  515،  451،  .12،  1.4،

 فتكون العينة مكونة من المرضى الذين أرقامهم: ،  600

(338  ،165  ،153  ،090   ،515  ،1.4  ،451  ،515  ،313  ،216). 

 (: Stratified Random Sample) الطبقية العينة العشوائية  (2

نقسم  ؛ إذعندما يكون المجتمع غير متجانس نستخدم هذا النوع من العينات 
ونختار عينه عشوائية بسيطة  ، المجتمع إلى مجموعات متجانسة تسمى طبقات

 إذمن كل طبقة. فإذا أردنا دراسة متوسط إنفاق الطلاب على المكالمات الهاتفية 
 ،أخرى بين كلية و وتختلف ، كل كلية  ضمنة نتوقع أن معدلات الإنفاق متجانس

ونختار عشوائيا  من كل كلية  ، لذلك نقسم  الطلبة إلى طبقات حسب الكليات
 ،)طبقة( عينة عددها يتناسب مع عدد طلبتها نسبة إلى عدد طلبة الجامعة 

من أجل ضمان تمثيل  وندرس متوسط الإنفاق  للطلاب الذين تم اختيارهم
 .الطبقات الصغيرة
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 (: Systematic Random Sampleالعينة العشوائية المنتظمة ) (3

ونريد ، تستخدم هذه العينة عندما يكون المجتمع متجانسا  ومرتبا  وفقا  لصفة معينة
مثلا (. فنختار الفرد  10أن نختار فردا  من كل عدد محدد من الأفراد ) وليكن 

والثالث  17الرقم  نختار الفرد الثاني ذا 7فإذا افترضنا أن رقمه ، الأول عشوائيا  
ويعتمد اختيار كل فرد ، وهكذا حتى يكتمل العدد المطلوب للعينة  27الرقم  ذا

 على حجم العينة وحجم المجتمع.

 (:Cluster Random Sampleالعينة العشوائية العنقودية)  (4

ل ثم نختار عينة بشك، يقسم المجتمع إلى مجموعات صغيرة تكون متجانسة 
وتكون أفراد المجموعات المختارة هي عناصر ، عشوائي من هذه المجموعات 

أما إذا  .وندعوها بالعينة العنقودية العشوائية من مرحلة واحدة، العينة العنقودية 
فتسمى ، اخترنا عينة عشوائية بسيطة من كل مجموعة من المجموعات المختارة 

مثال على ذلك إذا أردنا اختيار عينة بالعينة العنقودية العشوائية من مرحلتين. 
 ةعشوائية لنوع من الدواء الذي تنتجه شركه ما. وإذا كانت الشركة تنتج يوميا  خمس

علبة نختار بشكل عشوائي مجموعة من  100صناديق، يحوي الصندوق الواحد 
علب  10ثم نختار من كل صندوق ، صناديق  10عددها  وليكن، الصناديق 

 لنحصل على عينة من مئة علبة نجري عليها الفحص اللازم.

 (:Nonrandom Sample: العينات غير العشوائية ) 2-3-2

ونجري الدراسة على  ، يتم اختيار العينة في هذا النوع من العينات بشكل متعمد
 مجموعة محددة لا يخضع اختيارها للقرعة. من هذه العينات: 
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 (: Accidental Sample العينة المصادفة ) (1

إذا أجرى طبيب دراسة على مجموعة من المرضى الذين يراجعونه تكون هذه 
 في اختيارها . أثر  وليس للباحث  ، المجموعة عينة اختارتها الصدفة

 (:Quota Sampleالعينة الحصصية )  (2

ثم ينتقي من كل مجموعة فئة ، يقوم الباحث بتقسيم المجتمع إلى مجموعات 
 ممثلة له يختارها حسب معيار ما وليس عشوائيا .صغيرة 

 (:Purposive Sampleالعينة القصدية )العمدية( ) (3

يختار الباحث مجموعة من الأفراد حسب ما يراه مناسبا  لتحقيق هدف معين. فقد 
يختار أحد الأطباء الباحثين مجموعة محددة من الأطباء يختارهم كيفما يريد 

 العقاقير.لمعرفة رأيهم بأحد أنواع 

 المجتمع في العينات العشوائية البسيطة:) معالم( : تقدير وسطاء2-4

 :  تقدير المتوسط:2-4-1

فإذا كان  ، هما متوسط المجتمع وتباينه 𝜇  ،𝜎2وأن  Nبفرض أن حجم المجتمع 
𝑥̅  لمتوسط وتباين العينة فكما نعلم أن 𝑆2و  𝑥نرمز بـ  nحجم العينة  =

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑖=𝑛
𝑖=1  هو مقدر لـمتوسط المجتمع𝜇 . 
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 : 𝑥لتقدير تباين المتوسط  الآتيةوكذلك نستخدم العلاقة 

v̂(𝑥) =
𝑆2

𝑛
(

𝑁−𝑛

𝑁
)                         (2 − 1)   

 ( هو :Standard Error) وتقدير الخطأ المعياري 

√v̂(𝑥) = √
𝑆2

𝑛
(

𝑁−𝑛

𝑁
)                  (2 − 2)  

 ويكون حد الخطأ في التقدير :

𝛽 = 2√v̂(𝑥) = 2√
𝑆2

𝑛
(

𝑁−𝑛

𝑁
)           (2 − 3)  

𝑁−𝑛ويسمى 

𝑁
= 1 −

𝑛

𝑁
1ويساوي ، بمعامل التصحيح للمجتمع    − 𝑓  حيث𝑓 

𝑓نسبة العينة إلى المجتمع. فإذا كانت  ≥ ≥ 𝑁 0.95أو    0.95 𝑛  أي حجم
 1من حجم المجتمع نعتبر معامل التصحيح يساوي  %95العينة لا يقل عن 

√ويصبح الخطأ المعياري  
𝑆2

𝑛
√ 2ويحدد لنا حد الخطأ الذي يصبح  

𝑆2

𝑛
   .

 .فترة ثقة لمتوسط المجتمع 95%

( 𝑥 − 𝛽        𝑥 + 𝛽)                      (2 − 4)  

، ..... فإن  0.02،  0.01لعدد صغير قد يكون  𝛼وبشكل عام لو رمزنا بـ  
1)المجال التالي هو   − 𝛼) × متوسط مجتمع طبيعي  𝜇ــ مجال  ثقة ل 100%

 ومن أجل عينة كبيرة:

𝑥 − 𝑧1−𝛼
2⁄ √

𝑆2

𝑛
(1 − 𝑓) < 𝜇 < 𝑥 + 𝑧1−𝛼

2⁄ √
𝑆2

𝑛
(1 − 𝑓)     (𝟐 − 𝟓)  
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 : (2-2)مثال

من أحد بيوت المسنين لتقدير متوسط  ا  شخص 25أخذنا عينة عشوائية مكونة من 
𝑥عدد ضربات القلب في الدقيقة. فكان متوسط العينة  = وانحرافها المعياري  70

𝑆 = 𝑁. فإذا علمنا عدد النزلاء يساوي 5 = متوسط ضربات  رْ دِّّ قَ ف .150
 .μفترة ثقة للمتوسط  15%وأوجد ، ثم احسب حد الخطأ في التقدير ،القلب

 الحل : 

𝑁لدينا  = 150   ،𝑛 = 25   ،𝑥 = 70  ،𝑆 = 5 . 

𝑥 =   ( 1 - 5،أما تقدير التباين حسب ) 𝜇هو تقدير للمتوسط الحقيقي  70

v̂(𝑥) =
25

25
(

150−25

150
) = 0.83  

𝛽أما حد الخطأ في التقدير:  = 2√v̂(𝑥) = 2√0.83 = 1.8  

∓ 𝑥  التي طرفاها ( نعتبر الفترة4 – 2 حسب )  2√v̂(𝑥)  متوسط فترة ثقة ل
68.2 المتوسط الحقيقي لعدد ضربات القلب ضربات القلب أيعدد  < 𝜇 <

 . 15%وذلك بثقة مقدارها   71.8

 𝜏(Estimation of the : تقدير المجموع الكلي للمجتمع 2-4-2

population Total:) 

𝜏يمكن تقدير المجموع الكلي  = ∑ 𝑥𝑖
𝑁
  𝑥بناء  على تقدير متوسط المجتمع  1

𝜏̂:                         بالعلاقة = 𝑁. 𝑥 

 وتقدير تباين المجموع:
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v̂(𝜏̂) = N2v̂(𝑥) = 𝑁2 𝑆2

𝑛
(

𝑁−𝑛

𝑁
) =

S2

n
 . N(N − n)   (𝟐 –  𝟔)  

 وحد خطأ التقدير:

𝛽 = 2√v̂(𝜏̂) = 2𝑁√v̂(𝑥)                       (2 - 7)  

 (:3-2مثال )

 من المرضى الذين دخلوا أحد المشافي الخاصة و ا  مريض 20عينة عشوائية من 
حسبنا متوسط وتباين قيم الفواتير التي  1000الذين بلغ عددهم العام الماضي 

𝑥 فكان  ،سددوها للمشفى = 20000 ، 𝑆2 = . قدر مجموع  2(1500)
 15%ثم أوجد ، خطأ التقدير  واحسب، مدفوعات جميع النزلاء في العام الماضي 

 فترة ثقة لمجموع المدفوعات.

  الحل:
𝑛تقدير المجموع الكلي: حجم العينة  = 𝑁وحجم المجتمع  20 = 1000 

𝜏̂ليرة = 1000(20000) = 20000000  

 (:6 – 2  )تقدير التباين من 

v̂(𝜏̂)ليرة  =
2250000

20
(1000)(1000 − 20) = 110250000000 

 وحد الخطأ في التقدير: 

𝛽ليرة    = 2√v̂(𝜏̂) = 664078 

 بالليراتمقدرا   𝜏فترة ثقة للمجموع  %95وتكون 
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(𝜏̂ − 2𝛽 < 𝜏 < 𝜏̂ + 2𝛽) = 
(19335922 < 𝜏 < 20664078)  

 .19من أن مجموع فواتير المرضى لا يقل عن   %95أي نحن على ثقة مقدارها 

 .مليون ليرة تقريبا   20.6 لىولا يزيد ع 3

 Estimation of theللمجتمع ) p: تقدير نسبة النجاح 2-4-3

population proportion): 

حجمها تحمل صفة ما والثانية  𝑁1حجمها من فئتين الأولى  ا  ننعتبر المجتمع مكو  
𝑁2  حيث :لا تحمل تلك الصفة 𝑁 = 𝑁1 + 𝑁2  مثلا  فئة الذكور وفئة الإناث

 .لخ إأو المدخنين وغير المدخنين المصابين بمرض السكري والأصحاء ....

𝑃للنسبة الحقيقية للذين يحملون الصفة المدروسة  𝑃فإذا رمزنا بـ  =
𝑁1

𝑁
 𝑃̂و   

𝑃̂لنسبة الذين يحملون تلك الصفة في العينة  =
𝑛1

𝑛
𝑛حيث     = 𝑛1 + 𝑛2. 

𝑛1   وبفرض  حملون تلك الصفة في العينة .:عدد الذين ي𝑞̂ = 1 − 𝑃̂   .
 يكون تقدير تباين النسبة 

   v̂(𝑃̂) =
𝑃̂.𝑞̂

𝑛−1
(

𝑁−𝑛

𝑁
)                  ( 2 – 8 )        

𝛽وحد خطأ التقدير فيساوي                = 2√v̂(𝑃̂) 
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 (:1-2مثال )

𝑁بفرض أن عدد طلاب كلية الطب يساوي  = أخذنا منهم عينة حجمها  1500
𝑛 = . قدر نسبة المدخنين في ا  طالب 15 طالب وكان عدد المدخنين منهم 100
 مجال ثقة لنسبة المدخنين.  %95واحسب ، كلية الطب 

 الحل:

𝑃̂إن مقدر نسبة المدخنين  =
15

100
= 0.15 

 (:  8 – 5من )  𝑃̂وتقدير تباين 

v̂(𝑃̂) =
(0.15)(0.85)

99
(

1500−100

1500
) ≅ 0.0012  

 وحد الخطأ للتقدير:

𝛽 = 2√0.0012 ≅ 0.07  

 ( 0.22     0.08هي)  𝑃̂فترة ثقة ل  %95و 

ولا  %8أن النسبة الحقيقية للمدخنين لا تقل عن %95أي نحن على ثقة مقدارها 
 .%22  لى تزيد ع

 n (Selection of the Sample size :): اختيار حجم العينة 2-4-4

فدائما  نريد تقديرات ، له أهمية كبيرة في النتائج النهائية للدراسة  nإن حجم العينة 
لذلك نحتاج إلى عينات حجمها كبير، لكننا في نفس الوقت لا ، جيدة للوسطاء 

 nفإذا أردنا تحديد حجم العينة  نريد أن تكون النفقات عالية مقابل فائدة قليلة.
نضع شرطا  على حد الخطأ  𝛽  حيث من خلال 𝛽  ،𝜎2  ،𝑁يجب أن نعلم قيم 
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بد من تقديرها إما من دراسات  ولا، فتكون غالبا  مجهولة  𝜎2 المسموح به. أما
 في التقديرات السابقة. nبتقدير حجم العينة  مْ من عينة أولية ولنقُ وإم ا  سابقة

 : نعلم أن 𝜇حجم العينة اللازم لتقدير  (1

𝛽 = 2√v̂(𝑥) = 2√
𝜎2

𝑛
(

𝑁−𝑛

𝑁−1
)  

 (2-2مع قيمته في العلاقة ) V(𝑥)مقارنة       

𝛽2بالتربيع نجد          = 4.
𝜎2

𝑛
(

𝑁−𝑛

𝑁−1
 𝛽بدلالة    nومنها نعين  .  (

𝑛 =
𝑁.𝜎2

(𝑁−1)𝐷+𝜎2
  ;      𝐷 = (

𝛽

2
)

2
             (2 − 9)  

 مجموع قيم المجتمع 𝑡حجم العينة اللازم لتقدير  (2

𝑛 =
𝑁.𝜎2

(𝑁−1)𝐷+𝜎2
  ;     𝐷 = (

𝛽

2𝑁
)

2
  (2 − 10)  

  𝑃حجم العينة اللازم لتقدير  (3

𝑛 =
𝑁.𝑃.𝑞

(𝑁−1)𝐷+𝑃.𝑞
    ;   𝐷 = (

𝛽

2
)

2
  (2 − 11)  

𝜎نعتبر  𝜎2إذا لم يتوفر تقدير لـ =
𝑅

4
𝑃̂ربع مدى البيانات ونعتبر    =

1

2
إذا    

 كان مجهولا .
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 (: 5-2مثال )

نريد دراسة متوسط أوزان المواليد الذكور في أحد المشافي باستخدام العينة 
 500العشوائية البسيطة. فإذا علمنا أن عدد المواليد الذكور في العام السابق بلغ 

𝜎 وأن الانحراف المعياري تم تقديره بـ  ، مولود  = 100 𝑔 قدر حجم العينة .
 ؟اتغرام 10حد خطأ التقدير على  اللازم لهذه الدراسة إذا أردنا ألا يزيد

  الحل:

2)  من  −  لدينا(9

𝛽 = 10  ,   𝜎2 = 10000   , 𝑁 = 500   

𝐷 =
𝛽2

4
=

100

4
= 25  

𝑛 =
𝑁.𝜎2

(𝑁−1)𝐷+𝜎2
=

500(10000)

(499)(25)+10000
≅ 223  

تقدير المتوسط حتى لا يتجاوز حد الخطأ في  223نحتاج إلى عينة حجمها إذن 
μ 10 اتغرام. 

 

 

 

 

 



4. 
 

 تمارين ومسائل
𝑛حدد جميع العينات المختلفة الممكنة التي حجمها  .1 = والتي يمكن  3

 ثم: } {10 ,8 ,6 ,4 ,2اختيارها من المجتمع المكون من الأرقام 

 للمجتمع. 𝜎2أوجد -أ

 .v(y)أوجد تباين متوسط العينة  -ب

v(y)تحقق من العلاقة  -ت =
𝜎2

𝑛
(

𝑁−𝑛

𝑁−1
). 

لتقدير تركيز التيروكسين لدى المجتمع المؤلف من المواليد الذكور في مشفى  .2
𝑁التوليد العام الماضي والبالغ عدده  = اخترنا عينة عشوائية  ، مولود 1000

𝑛بسيطة حجمها  = 𝑥فوجدنا أن   50 = 𝑆والانحراف المعياري  9.8 = 3.1 . 

 حسب حد الخطأ في تقدير المتوسط.ا -أ

كم يجب أن يكون حجم العينة ف 0.6إذا أردنا ألا يتجاوز حد الخطأ القيمة  -ب
𝜎مع اعتبار  =  ؟3

صوص. لتقدير كمية )وزن( جميع  2000في إحدى المداجن تمت تربية  .3
             وحسبنا متوسط وزنها ا  ،فروج 50الفراريج أخذنا عند البيع عينة من 

𝑥 = 3.2  𝑘. 𝑔   والانحراف المعياري 𝑆 = 0.3 . 

 قدر كمية الفروج الذي سيباع. -أ

 احسب حد خطأ التقدير. -ب

في اختبار لتعيين مدى فعالية دواء جديد لمرض معين أخذت عينة حجمها  .4
𝑛 = 𝑁من المصابين بهذا المرض الذين جربوا الدواء والبالغ عددهم  40 =
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 مريضا . 35فكان عدد الذين شفوا بتأثير هذا الدواء  1000

 ؟للذين تم شفاؤهم 𝑃كم تقدر النسبة الحقيقية  -أ

 ؟حد الخطأ لهذا التقديرما  -ب

 ؟ 0.04ما حجم العينة اللازم أخذها كي لا يتجاوز حد الخطأ القيمة  -ت

فتاة. اخترنا بشكل  200شارك في برنامج رياضي وصحي لتخفيف الوزن  .5
𝑥  فتاة وحسبنا متوسط وانحراف الوزن المخفض للعينة فكانت  20عشوائي  =

3.4 𝑘. 𝑔   و𝑆 = 1.2. 

 ؟للوزن المخفض للمجتمع μكم تقدر المتوسط الحقيقي  -أ

 احسب حد خطأ التقدير. -ب

 . 0.5أوجد حجم العينة اللازم سحبها كي لا يتجاوز حد الخطأ  -ت

مريضا  من مجموعة المرضى الذين خضعوا  40أخذنا عينة عشوائية من  .6
فوجدنا أن ، والذين يتناولون المضادات الحيوية بكثرة  400للتجربة وعددهم 

 .منهم أصيب بتضخم عضلة القلب  10

 قدر نسبة الذين سيصابون بتضخم عضلة القلب من الذين خضعوا للتجربة. -أ

 احسب حد الخطأ. -ب

 .𝑃مجال ثقة للنسبة  %95أوجد  -ت
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 المحاضرة الثالثة

 الثالثالفصل 

 الاحتمالية ذات الصلةالتوّزعات 
Probability Distribution 

 :المفاهيم والمبادئ الأساسية لعلم الاحتمال وخصائصه 1.3 )

 : الظواهر العشوائية ونظرية الاحتمالات:1.1.3

يمكن أن نعدّ كل ما  إذإن علم الاحتمال هو علم دراسة الظواهر العشوائية ، 
يحيط بحياتنا اليومية ظواهر عشوائية، لأننا لا نتوقع ماذا سيحدث لنا أو معنا في 
لحظة معينة من كل يوم آت . فالظاهرة العشوائية تعرّف أنها ظاهرة اعتيادية 
تتميزّ بخاصة كون مشاهدتها المسجلة عند ظروف معيّنة لا تؤدي دائما  إلى 

ا، ولكنها بطريقة ما تؤدي إلى انتظام إحصائي معين ، أي نتيجة المشاهدة نفسه
إن  إذنعني بوجود أعداد من الصفر إلى الواحد، تمثل التكرار النسبي للمشاهدات، 

سيقترب كما سنرى  ةهذا التكرار النسبي لمشاهدة حدوث حادثة معينة في الظاهر 
 من احتمال وقوع هذه الحادثة.

وتحليليا  في جميع مجالات  ظواهر العشوائية فكريا  وعلم الاحتمال هو علم دراسة ال
ظهورها. والحساب الاحتمالي هو النظرية التي تشكل النموذج الرياضي للظواهر 
التي تتصف بالانتظام الإحصائي. وهناك العديد من الأمثلة على الظواهر 
 العشوائية مثل ظاهرة حوادث  السير وظاهرة سقوط المطر وظاهرة توارد مكالمات



51 
 

هاتفية لمركز هاتفي وظاهرة تعطل الأجهزة وظاهرة حركة الموانئ والمطارات و 
تقلبات الأسعار ونمو النباتات...إلخ. و يكون الهدف من نظرية الاحتمالات هو 

 بناء مسألة رياضية تصف وتحلل هذه الظواهر ومشاهدتها.

جبر و  –لتجربة : االآتيةإن علم الاحتمال يرتكز على المفاهيم الأساسية الثلاثة 
 حساب الاحتمال.و  -الحوادث

 والتجربة العشوائية:: التجربة 2.1.3
نواجه في معظم ميادين النشاط العلمي والحياة اليومية تجارب ومشاهدات وظواهر 

يمكن أن تتكرر عددا  كبيرا  من المرات تحت ظروف مشابهة ، وفي كل مرة نهتم  
يمكن أن تكون كمية ، فنسجل نتيجة كل بنتائج هذه التجارب والمشاهدات والتي 

مشاهدة على شكل عدد. أو قد تأخذ شكلا  كيفيا  ) وصفيا ( فنسجل صفة معينة 
كأن نلحظ مثلا  لونا  أو نسجل وقوع أو عدم وقوع حادثة أو ظاهرة معينة متصلة 

 بالتجربة.

 وتعرّف التجربة بأنها كل عملية تؤدي إلى ملاحظة "مشاهدة" أو قياس.

م علم الاحتمال بالتجارب العشوائية ، حيث تعرّف التجربة العشوائية بأنها ويهت
تجربة تتحكم في مشاهداتها المصادفة والتخمين . وهناك أمثلة على التجارب 

 العشوائية منها:

 إلقاء قطع من النقود أو أحجار النرد وملاحظة النتائج الحاصلة. -

 اختيار عنصر من مجموعة العناصر. -

 الحرارة في مكان وزمان معّين عدة مرات.قياس درجة  -

 مراقبة تقلبات الأسعار ومشاهدة تواترات أسعار مادة معينة. -
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 توزيع مجموعة من الكرات على مجموعة من الصناديق. -

 ورقة(. 52سحب ورقة أو عدة أوراق من ورق اللعب ) -

 تواترات المكالمات الهاتفية في ساعة معينة في مركز هاتفي. -

، لوزن لمجموعة من الأشخاص لهم العمر نفسه والجنس نفسه قياس الطول وا -
يمثل الطول و  Xإذ ( Y  ،Xنجد هنا الملاحظات على شكل زوج مرتب ) إذ
Y .يمثل الوزن 

أخذ عينة من الإنتاج اليومي لمصنع من الألمنيوم وقياس القساوة والمقاومة  -
)         ثلاثياتالنتائج ستكون على شكل ونسبة الكربون في كل قطعة فعندئذ  

 ,  ZY , X )   .على الترتيب 

متابعة جنس المولود حديثا  في منطقة معينة فسنحصل على نتيجة وصفية  -
( 0( إذا كان ذكرا  والرقم )1وهنا يمكن أن نعطي النتيجة الرقم )، ذكر أو أنثى 

 إذا كان المولود أنثى.

من النتائج الممكنة حظ أن لكل تجربة مجموعة ومن خلال الأمثلة السابقة نل -
سنرمز لمجموعة  إذالتي تحددها طبيعة الدراسة التي تستهدفها التجربة ، 

ندعوها بفضاء العينة وكل نتيجة ممكنة للتجربة سندعوها بنقطة  Ωالنتائج بـ 
وندعوها بعدة   |Ω|العينة ولعدد النتائج )عدد نقاط العينة في فضاء العينة( بـ 

 . Ωفضاء العينة  

تمثل  Ωإذا كانت  ادث بأنه مجموعة جزئية من فضاء العينةونعرف الح -
. ونسمي الحادث الذي يحوي نقطة واحدة من نقاط العينة مجموعة منتهية

 الحادث الابتدائي.
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 :  |𝜴|وعدتّه  Ω: النماذج الأساسية في تحديد فضاء العينة 3.1.3

 بالحساب المباشر:  :1.3.1.3
 ن فضاء العينة و واحدة يكمثال تجربة إلقاء حجر النرد مرة  -

{1,2,3,4,5, 6} =Ω    6و    =|Ω| 

,B}للأنثى فإن   Gللذكر و    Bمثال ولادة طفل: فإذا رمزنا بـ  G} =Ω   2 و   =
|Ω| 

,T}للصورة فإن   Hللكتابة و Tمثال إلقاء قطعة نقد :فإذا رمزنا بـ  H} =Ω 2 و 

=|𝛀| 

 : باعتماد طرائق العد:2.3.1.3

  mإذا أمكن استكمال مرحلة أولى من عمل معين  بـ  :  m X nقاعدة  الـ   -1
طريقة،   n، ومن أجل كل من هذه الطرائق أمكن لمرحلة ثانية أن تتم بـ طريقة

طريقة و    m X nفالعدد الكلي للأشكال المختلفة لاستكمال العمل بمرحلتين هو 
 يدعى ذلك أيضا  بالمبدأ الأساسي للعد.

يمكن لشخص يعمل في بلد معين أن يصل لأقاربه برا  و جوا  وبحرا   (:1.3مثال )
كمل سفره لأهله برا  أو جوا  . عندئذ  يمكن لهذا الشخص أن يومن بعد يمكن أن 

 يصل لأهله بعدد من الطرق المختلفة يساوي:
X 2 = 6  3      =m X n   =|Ω| 

وذلك من أجل عمل ، يمكن تصميم هذه القاعدة m X n :  تعميم قاعدة الـ   -2
من المراحل المتتالية، حيث نفرض أنه يمكن إتمام المرحلة الأولى بـ   Kيتضمن
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𝑛1   طريقة و المرحلة الثانية𝑛2   طريقة ، .........، والمرحلة الـK  بـ𝑛k  
 طريقة ، فيكون عدد الطرائق المختلفة لإتمام العمل بجميع مراحله هو :

 𝑛1 ×  𝑛2 × … … . . 𝑛𝑘   =|Ω| 

وذلك حسب ، بكم طريقة يمكن تصنيف مجموعة من الأشخاص  (:2.3مثال )
( وحسب جنسهم وعدده 20( و حسب مهنهم وعددها )3حالتهم المدنية وعددها )

 ( .6( وحسب مؤهلهم العلمي وعدده )8( وحسب مكان إقامتهم وعدده )2)

 إن عدد الطرائق المختلفة لتصنيف مجموعة هذه الأشخاص يكون: الحل:

|Ω| = 3 × 20 × 2 × 8 × 6 = 5760  

𝛺 إذا كان لدينا تجربة مجموعة نتائجهاحالة خاصة:  -3
1

وكررنا ،   Nوعدتها  
مرة وبشكل مستقل في كل مرة عن المرات الأخرى. عندئذ عدّة   nهذه  التجربة 

 فضاء العينة الناتج يكون:

|Ω| =  |Ω
1

| n =  𝑁𝑛  

 ثلاثة أطفال.تجربة دراسة توزع الذكور لدى أسرة تملك (:  3.3مثال )

|Ω|لدينا هنا :  =  23  =  وفضاء العينة يكون: 8

Ω = {BBB, BBG, BGB, GBB, GGB, GBG, BGG, GGG}  

ة ثنائية )لها ناتجان فقط( وكررنا وبشكل مستقل هذه ربفي حالة تج ملاحظة:
|Ω|فضاء العينة لكل النتائج الممكنة عندئذ:   Ωمرة وبفرض   nالتجربة  =  2𝑛   
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من العناصر المتمايزة مجموعة غير خالية   Aإذا كانت العينات المرتبة :   -4
,X1  فإن كل عنصر )  ∗r ∈ I𝑁 وكان X2, … … , Xr  من )Ar  يدعى في

 مأخوذة من المجموعة   rمفهوم علم الاحتمال والاحصاء بعينة مرتبة من الحجم 

A   ويكون عدد العينات المرتبة هذه يساوي : 
|A|في حالة  - = n  والسحبr   مرة متتالية مع الإعادة  )أي يعاد العنصر

 الذي يتم سحبه(:
|Ω| =   |𝐴|𝑟   = 𝑛𝑟  

|A|في حالة  = n  والسحبr  ( مرة متتالية r≤n  ( بدون إعادة ) أي يحتفظ
 بالعنصر الذي يتم سحبه(:

|Ω| = n(n-1) (n-2)……… (n-r+2) (n-r+1)= 
𝑛!

(𝑛−𝑟)!
 = 𝑃𝑟

𝑛 

 حيث :  Aمأخوذا  من   rوندعوه نسقا  من الحجم  ،  والعناصر هنا تكون مختلفة

r≤|A|  و|Ω|  أعلاه يكون عدد الأنساق من الحجم r  والممكن تشكيلها منA. 

  :ترتيب  يدعىالمتبادلاتr  .)نفرض أنه لدينا إذمن الأشياء المتمايزة )متبادلةn 

فعندئذ  ( تم ترتيبها في متبادلةr≤nشيئا  منها )  r شيء متمايز ونريد اختيار 
 يكون عدد الطرائق المختلفة للقيام بهذا الترتيب هو :

𝑃𝑟
𝑛 = n(n-1) (n-2)……… (n-r+2) (n-r+1)= 

𝑛!

(𝑛−𝑟)!
             , (r≤n ) 

أي نريد ترتيب عناصر المجموعة بأكملها فإن عدد الطرائق  r=n   وعندما يكون 
𝑃𝑟 نجاز ذلك:المختلفة لإ

𝑛 = n(n-1) (n-2)………3.2.1= 𝑛! . 

 صندوق؟  nكرة على   nبكم طريقة يمكن أن نوزع   (: 4.3مثال ) 
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 الحل: 
=𝑛𝑛 |Ω| 

 (: 5.3مثال)
 لدينا مرجع مؤلف من ستة أجزاء نريد ترتيبه على أحد رفوف مكتبة لدينا.

 ولكن لا يتوفر لنا سوى أربعة أماكن. فبكم طريقة مختلفة يمكننا شغل هذه الأماكن
 الستة؟ ءبأربعة أجزاء نختارها من الأجزا.  ةالأربعة المتوفر 

 :لحلا
إن عدد الطرائق المختلفة لشغل الأماكن الأربعة هو عدد متبادلات لستة أشياء 

𝑃4مأخوذ أربعة منها في وقت واحد أي 
 ومنه : 6

𝑃4
6 =  

6!

(6−4)!
=  

6𝑋5𝑋4𝑋3𝑋2!

2!
= 360  

 :ترتيب العناصر في في العد تقتضي ألا نأخذ قف إن العديد من الموا  المتوافقات
وأردنا   nعدتها من العناصر المتمايزة   Aمجموعة  االأنساق . فإذا كان لدين

( ، فنقول عندئذ إن ذلك r≤nعنصرا  )  r اختيار مجموعة جزئية مؤلفة من 
𝐶𝑟ونرمز لها بـ    A مأخوذة من   rيدعى بمتوافقة حجمها 

𝑛  أو(n
r
. فمن أجل  (

 r ≠  )التي عدتها    Aوالمأخوذة من    rيكون عدد المتوافقات من الحجم  0

n:) 

𝐶𝑟
𝑛 = (n

r
) =  

𝑛!

𝑟!(𝑛−𝑟)!
  

 ملاحظات : 

!0. اصطلاحا  نضع : 1  = !1، كما يكون   1  = 1 

n). بسهولة نجد :  2
0
) = 1; (n

n
) = 1  
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(n
1
) = 𝑛 ; ( n

n−1
) = n  

 (:6.3مثال )
 كتب لترتيبها على رف يكون: 7إن عدد طرائق اختيار ثلاثة كتب من 

 

Cr
n = C3

7 =
7!

3!(7−3)!
=

7X6X5X4!

(3X2)(4!)
 = 35 

أي في هذا المثال يهمنا الكتب التي تم اختيارها ولا تهمنا طريقة الترتيب على 
 .الرف

  نموذج أساسي مع مثال: توزيعr   كرة )متمايزة أو غير متمايزة( علىn   
 صندوقا :

 صندوقا  يعطى بـ :  n كرة متمايزة على   r إن توزيع 
|Ω| = nr = n Xn … … . Xn  

، العديد من التجارب صندوقا   nكرة متمايزة على  rتوزيع  جيعود لنموذ ملاحظة:
على   rوعة من الأشخاص عددها مالعشوائية ومنها مثلا : توزيع أيام الميلاد لمج

 .n=365 أيام السنة 
 . n=7على أيام الأسبوع   rدراسة توزيع مجموعة من حوادث السير  -

 وفقا  للعمر والمهنة والجنس .  rتصنيف مجموعة من الأشخاص  -

 توزيع حبيبات الضوء على خلايا الشبكية. -

 توزيع الأخطاء المطبعية على صفحات كتاب معين .... إلخ. -

كرة غير  rفإن عدد الطرق المختلفة لتوزيع  غير متمايزة في حالة كون الكرات 
|Ω|    :الآتيةيعطى بالعلاقة صندوقا   nعلى متمايزة  = (n+r−1

r
) 
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 الجبر والجبر التام وبعض الخواص: 34.1.

 Ωصفا  غير خال من أجزاء  Fوكان ، مجموعة مفروضة   Ω:إذا كانت تعريف 
𝐹أي  ⊆ 𝑃(Ω)  نقول عنF   إنه جبر علىΩ  الآتيةإذا تحققت الشروط: 

𝐹  ⇒   A⋃B ∊ 𝐹 ∊A, B  3);       𝐹 ⇒ Á ∈ 𝐹 A ∊ 2) ;     𝐹 Ω ∊ 1) 

الشرط التالي ) مغلق بالنسبة للاتحاد  Fوحقق  Ωجبرا  على  Fإذا كان  تعريف: 
 المعدود(:

𝐴1, 𝐴2, … … . , 𝐴n, … . . ∊ 𝐹  ⇒    ⋃ Ai i≥1  ∊  𝐹  

 Ωجبر على  -σأو  تاما   يشكل جبرا   Fعندئذ نقول إن 

 نتائج :

 فإن : Ωجبرا  على   F( إذا كان 1

1  .   F  ∈  Ø . 

2    .A\B ∈ F               A, B ∈ F  )مغلق بالنسبة للفرق(. 

3  .B ∈ F      A,B   ∈  F               A   )مغلق بالنسبة للفرق التناظري (. 

F     . 4   .مغلق النسبة للاتحاد المنتهي 

F     . 5  .مغلق بالنسبة للتقاطع المنتهي 

 تقاطع الجبور هو جبر.  .  6
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 فإنه بالإضافة للنتائج السابقة نجد أن :  Ωحبرا  تاما  على   F( إذا كانت 2

F   .  مغلق بالنسبة للتقاطع المعدود. 1

 كل جبر تام هو جبر والعكس غير صحيح.   .2

 كل جبر منته هو جبر تام.3 .   

 تقاطع الجبور التامة هو جبر تام.  . 4

 σ ( (𝐹، فإنه يوجد جبر )جبر تام(: Ωصفا غير خال من أجزاء   Fإذا كان (3
 .  Fو محتوى في أي جبر )جبر تام( يحوي    Fيحوي 

)أو الجبر التام F   هو الجبر الذي يولدهσ (Fالجبر ) الجبر التام(  ) إن :تعريف
 ( .𝐹الذي يولده 

يدعى جبر  R إن الجبر التام الذي يولده صف المجالات المحدودة على  تعريف:
. تدعى مجموعة بوريلية 𝑅1وكل مجموعة منتمية إلى  𝑅1بوريل ونرمز له بـ 

 . 𝑅𝑛و مجموعاتها البوريلية ونرمز له بـ   𝑅nنعرف جبر بوريل  نفسهاوبالطريقة 

 ملاحظة :
لأن الدراسات العددية فيها ؛ ظرية الاحتمالات نجبر بوريل دورا  أساسيا  في  ؤدّيي

 المجالات أساسا  لها.تستخدم 

 لة :أمث
- P = (Ω)  هو جبر وجبر تام علىΩ  . 

- F = { Ø, Ω}   هو جبر وجبر تام علىΩ         
 .Ωليست جبرا  ولا جبرا   تاما  على  Rالمجالات المفتوحة من  -
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Ω     إذا كانت :  - =  وأخذنا الصف : {1,2,3,4}

F = {Ø , {1}, {4}, {2,3}, {1,4}, {1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,3,4}}  

Ω  هو جبر تام على  الشروط الأربعة في التعريفلأنه يحققF .  

 :تعريف

 جبرا  تاما  من أجزائها فإن الثنائية  Fمجموعة غير خالية و   Ωإذا كانت 
(, FΩ  تدعى فضاء )   وندعو كل عنصر من عناصر قيوسا .F .مجموعة قيوسة 

 .مجموعات قيوسة Ω ,  Øإن  نتيجة:
F  نقول عن دالة، قيوسا   فضاء   (FΩ ,) ليكن تعريف: → 𝑅+

̅̅ ̅̅ :μ :  ِّنها تمثل إ
 :أتيإذا حققت ما ي Fقياسا  على 

1) μ (Ø)= 0 
2)  ∀𝐴1, 𝐴2 … … . . 𝐴𝑖  ∈ 𝑭  ;  ∀𝒊 ≠ 𝑗: 𝐴𝑖 ∩  𝐴𝑗  = 𝛷 ∶

           μ( ⋃ 𝑨𝒊
∞ 
i=1 ) = ∑ μ(𝐴𝑖)∞

i=1  

 .μ( بفضاء القياس μ,   F  ،Ωندعو الثلاثية ) تعريف:

 جبر الأحداث: 1.3. 5

منهية أو  Ωمجموعة نتائج تجربة مفروضة وكانت  Ω:  إذا كانت  ( تعريف1
 تدعى حدثا  متعلقا  بهذه التجربة. Ωمن   Bمعدودة. فإن أي مجموعة جزئية 

وهي كما نعلم  𝑃 (Ω)إن مجموعة الأحداث المتعلقة بالتجربة تكون  ( نتيجة:2
 جبر تام مغلقة جبريا  بالنسبة للعمليات المنطقية المنتهية أو المعدودة.
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غير منتهية وغير معدودة فإننا تقبل الأحداث  Ωإذا كانت  حالة عامة:( 3
 ،ونسميه جبر الأحداث،  Fونرمز له بـ  Ωالمتعلقة بالتجربة تشكل جبرا  تاما  على 

.وليس من الضروري أن يساوي  𝑃 (Ω) 

 A مجموعة نتائج تجربة عشوائية فإن قولنا  Ωمن أجل  مسلمات احتمالية:( 4
∋  Aقولنا إن  يكافئ Ωحدث متعلق بالتجربة  𝐹   حيثF  جبر الأحداث على

Ω. 

∋ Aوكذلك من أجل  F  ( : يكون لديناω ∈ A  ⇐   الحدثA   قد وقع ( وقولنا
(ω ∉ A  ⇐  الحدثA  .)لم يقع 

وتدعى بالأحداث  ، هي أحداث Ωونذكر بأن المجموعات الجزئية الأحادية من 
 الابتدائية.

لأن  ؛يعطي أحداثاإن تطبيق العمليات المنطقية على جبر الأحداث  نتيجة:( 5
 والجبر التام مغلق بالنسبة للعمليات المنطقية.، جبر الأحداث هو جبر تام 

 . (FΩ,بعض الحوادث الشهيرة: ليكن لدينا الفضاء المقيس )( 6

 حداث الشهيرة هي:الأ  

 .Ωوهو  الحدث الأكيد: -

 .Ø: وهو الحدث المستحيل -

∪ A  فإن F من  A,B من أجل أي حدثين اتحاد الأحداث: - 𝐵 ∈ 𝐹   ( لأن𝐹 
∪ A( و  جبر تام 𝐵. 
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 على الأقل.  B أو   Aعندئذ هو حدث يقع إذا وقع أحد الحدثين 

,𝐴1ومن أجل متتالية معدودة من الأحداث  𝐴2 … . . 𝐴𝑛  من F : فإن 

⋃ Ai𝑖≥1  ∈ 𝐹  لأن(𝐹    ومنه ) جبر تام⋃ Ai𝑖≥1  هو حدث يقع إذا وقع أحد
≤ Ai ,  iالأحداث   على الأقل.  1

∩ A فإن 𝐹 من  A,Bمن أجل  تقاطع الأحداث: - 𝐵 ∈ 𝐹  (لأن 𝐹  جبر فهو
∩ Aومنه ، مغلق بالنسبة للتقاطع المنتهي(  𝐵  هو حدث يقع إذا وقعA و B 

 وبآن واحد . معا  

 فإن i≥1(𝐴𝑖)وكذلك من أجل متتالية معدودة من الأحداث  

 ∈ 𝐹   ⋂   Ai𝑖≥1 )مِّنْ و . ) لأن كل جبر تام فهو مغلق بالنسبة للتقاطع المعدود
⋂  ثَم     Ai𝑖≥1  هو حدث يقع إذا وقعت الأحداث(𝐴i)i≥1  . معا  بآن واحد 

نهما متنافيان إذا كان : إِّ  𝐹من  A,Bنقول عن الحدثين الأحداث المتنافية:  -
A ∩ 𝐵 = Ø  .)أي لا يمكن وقوعهما بآن واحد ( 

 i≥1(𝐴𝑖) والمتنافية مثنى مثنى   𝐹من أجل متتالية من الأحداث من  :نتيجة -
 أي:

∀𝑖,𝑗   ∶ i ≠ j ∶   Ai ∩  Ai =  Φ ; i; j = 1 ,2 , … ..  

|⋃ 𝐴𝑖𝑖≥1 | = |𝑨𝟏| + |𝑨𝟐| + … … … + |𝑨𝒏| + ⋯ ..  

∋فإن   Fمن  A,Bمن أجل فرق حدثين :  - F    A-B لأن (F   ) نْ ثَم   جبر ومِّ
A-B  هو حدث يقع إذا وقعA  ولم يقعB  ن إِّ أيA-B  = A ∩ 𝐵́   . 
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Àفإن Fمن   Aمن أجل  الأحداث المتعاكسة: - ∈ F    حيثÀ   يدعى بالحدث
ومنه   Aيقع إذا لم يقع   Àو  Ωبالنسبة لـ  Aأو الحدث المتمم لـ   Aالمعاكس لـ 

Ø   =A ∩ Á أي أن A  ,Á . حدثان متنافيان 

⊇Aو  𝐹من  A,Bمن أجل الاحتواء:  - 𝐵    فهذا يعني أنه إذا وقعA يقع 𝐵، 
 ولكن العكس ليس من الضروري أن يكون صحيحا .

 نتائج: -

 في أي تجربة يتنافى مع كل حدث آخر. Øالحدث المستحيل  .1

 الأحداث الابتدائية في تجربة هي أحداث نافية لبعضها بعضا  لدى اختلافها. .2

 ثبات(:) بدون إ:( 1.3مبرهنة )

مؤلف من عدد منته من العناصر يمكن وضعه كل حدث من جبر الأحداث 
 بشكل وحيد كاتحاد لأحداث الابتدائية.

 ثبات(:إ) بدون  (: 2.3مبرهنة )
 .2عدد الحوادث من جبر أحداث منته هو دوما  من شكل قوى للعدد 

 التعاريف الأساسية للاحتمال:  6.1.3

 :التعريف التقليدي للاحتمال1.6.1.3 

 ن :إِّ إذا كنا حيال تجربة مجموعة نتائجها منتهية أي 
 = { 𝑤1, 𝑤2 … . , 𝑤𝑛}Ω  فيكون عندئذ ،F = 𝑃(Ω)   هو جبر الأحداث، وإذا

لترجيح وقوع حدث ابتدائي على وقوع حدث ابتدائي آخر  سوِّغكنا لا نملك أي م
 : لآتيوبالشكل ا  Aباحتمال وقوع الحدث   (∋ 𝐹 Aحيث ) 𝑃(A)فإننا نعرف 
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𝑃(𝐴) =
|𝐴|

|Ω|
=  

𝑨 عدد  عناصر 

𝑨Ω عدد  عناصر 
  

|A|فمن أجل     = K    :حيثn   K 𝑃(𝐴)      أن : نجد    ≥ =
𝐾

𝑛
   

 

 التعريف الإحصائي للاحتمال : 32.6.1.

مرة   nفضاء عينة لتجربة عشوائية ، ولنفترض أننا كررنا هذه التجربة  Ωلتكن 
  n(A)وكان ، حدثا  متعلقا  بهذه التجربة  Aكبيرة كبرا  كافيا (. وليكن   n)حيث 

 = 𝑉n(A)، وليكن   Aعدد المرات التي يقع بها الحدث 
𝑛(𝐴)

𝑛
يمثل التكرار   

,𝑉n(A)....𝑉1(A). فإن المتتالية  A النسبي لوقوع الحدث 𝑉2(A)   تخضع لنوع
كبيرة كبرا  كافيا  ، ستتراكم التكرارات   nإنه من أجل  إذمن الانتظام الإحصائي 

  أي A حول عدد ثابت سندعوه تقريبا  باحتمال وقوع الحادثة  𝑉n(A)النسبية 
𝑉n(A) 𝑃(𝐴) ≈. 

 التعريف الرياضي للاحتمال )تعريف كولموغوروف(:3.6.1.3 

جبر الأحداث المعرف عليها  Fتمثل مجموعة نتائج تجربة عشوائية و  Ωلتكن 
 ولتعرف الدالة:

  𝑃: 𝐹 → 𝑅  يأتيكما: 

𝑃(𝐴) ≥ 0      .1   :∀  𝐴 ∈ 𝐹 

𝑃(𝛺) = 1      .2   

 :  𝐹من أجل متتالية معدودة من الحوادث المتنافية مثنى مثنى من    .3
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 .... 𝐴1, 𝐴2 … . , 𝐴𝑛 :يكون  = ∑ 𝑃(𝐴𝑛)  𝑛≥1 𝑃[⋃ 𝐴𝑛𝑛≥1 ] 

هو  P(A)ويكون  ، بأنه دالة احتمالية أو احتمال بشكل مختزل  𝑃عندئذ ندعو
. وهذا التعريف يدعى بتعريف   Ωفي Fمن  A احتمال وقوع الحادث

 كولموغوروف للاحتمال.

 تعريف: 
,Ωندعو الثلاثية ) F, P)   إذبالفضاء الاحتمالي Ω  تمثل فضاء العينة وF  جبر
 .كولموغوروفقياس احتمال معرف حسب  Pو  Ωالأحداث على 

إذا كانت مجموعة الأحداث  ،المنفصلوندعو هذا الفضاء بالفضاء الاحتمالي 
الابتدائية للتجربة فيه منتهية أو معدودة. ويكون فضاء مستمرا  إذا كانت مجموعة 

 الابتدائية في فضاء العينة غير منتهية وغير معدودة. ثالأحدا

 أمثلة محلولة: 34.6.1.

 Cفإذا كان احتمال فوز  A, B, Cيتسابق في الجري ثلاثة أشخاص  ( :7.3مثال )
. Bهو ثلاثة أضعاف احتمال فوز  Aواحتمال فوز ، ( Aهو ضعف احتمال فوز)

بأن  علما   Cأو  Bثم عين احتمال فوز ، عين احتمال فوز كل منهم  والمطلوب:
 فقط. واحدا   هناك فائزا  

هو  Cواحتمال فوز   3Kهو  Aفاحتمال فوز   K يمثل Bليكن احتمال فوز  الحل:
2(3K)  ، 6أيK  وبما أنA, B, C ـتشكل تجزئة ل Ω :فإن 

𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) = 𝑃(Ω)
 

⇒ 3𝐾 + 𝐾 + 6𝐾 = 1
 

⇒ 10𝐾 = 1 
 

⇒ 𝐾 =
1

10
  

𝑃(𝐴)   ومنه: = 3𝑘 =
3

10 
; 𝑃(𝐵) = 𝐾 =

1

10
 ; 𝑃(𝐶) = 6𝐾 =

6

10
 

 أي: Cأو  Bويكون احتمال فوز 
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𝑃(𝐵 ∪ 𝐶) = 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) =  
1

10
+

6

10
=

7

10
  

 (.ا  واحد ا  لدينا فائز  لأن  متنافيان  B, C)لأن 

 

 (: 8.3مثال )

واثنتان منها  R1R ,2 ـنرمز لها ب، بذور، اثنتان منها تنتجان زهورا  حمراء  5لدينا 
 ،وواحدة منها تنتج زهورا  صفراء،  W1W ,2 ـونرمز لها ب، تنتجان زهورا  بيضاء 

منها عشوائيا  بذرتين. فما احتمال خلطنا هذه البذور جيدا  واخترنا  .y ـونرمز لها ب
 تنتجا زهورا  من لونين مختلفين.  وما احتمال أنْ ، زهورا  من اللون نفسه  اأن تنتج

  الحل:

 :تييمكننا تمثيل نتائج هذه التجربة بالشكل الآ

Y 2W 1W 2R 1R  

Y 1R 2W 1R 1W 1R 2R 1R _ 1R 

Y 2R 2W 2R 1W 2R _ 1R 2R 2R 

Y 1W 2W 1W _ 2R 1W 1R 1W 1W 

Y 2W _ 1W 2W 2R 2W 1R 2W 2W 

_ 2Y W 1Y W 2Y R 1Y R Y 

 Ω| = 20|العينة )مجموعة نتائج التجربة (   ءيلحظ أن مقدار فضا
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 حادثة الحصول على زهور من اللون نفسه  Aوليكن 
𝑃(𝐴) =

|𝐴|

|Ω|
=

4

20
= 0.2  

 حادثة الحصول على زهور من لونين مختلفين Bوليكن 

𝑃(𝐵) =
|𝐵|

|Ω|
=

16

20
= 0.8  

 . P(B) = 1 – P(A) = 1 - 0.2 =0.8  أو    

 الخصائص الرئيسية العامة للاحتمال: 37.1.

ولنفرض أن جميع  ،( فضاء احتماليا  F,PΩ,ليكن ) خصائص مباشرة: 1.
 (:Fالمجموعات الواردة هي أحداث )عناصر من 

A ∈F ,  B          ،Ω  =Aمن أجل أي  ∪ Á  :لدينا 

B = B ∩ Ω = B ∩ (A ∪  Á) = (B ∩ A) ∪ (B ∩ Á)   وهما حدثان (
 :(عندئذ  متنافيان

 (: 1خاصة )

 
⇒ 𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴́ ∩ 𝐵)  

Bوبالمثل من أجل  ∪ B ́ = Ω 

∩P(A)=P(A               (:2خاصة ) B) + P(A ∩ B )́  

Ω وبوضع  = B  ( نجد:1في الخاصة ) 
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P(Ω) = P(A ∩ Ω) + P(Á ∩ Ω)
  

⇒  1 = P(A) + P(Á)  

 :  (3خاصة )

P(A) + P(Á)=1  ;   P(A) = 1 − P(A)́    
 

⇒ 

𝐴( بوضع  3وفي الخاصة ) =  نجد:  ∅

 (:  4خاصة)

  𝑃(∅) = 0            
 

⇒     𝑃(∅) + 𝑃(Ω) = 1 
 

⇒     𝑃(∅) + 1 = 1 

Aوإذا كان  ⊆ B   ( تصبح من الشكل:1فإن الخاصة ) 

 (: 5) خاصة

P(B) = P(A ∩ B) + P(Á ∩ B) = P(A)  + P(B\A) ⇒́   

P(B − A) = P(B) − P(A)  

P(B)(:          6خاصة ) ≥ P(A)   

⊇ ∅ومن أجل أي    A ⊆  Ω  ( نجد:6وحسب الخاصة ) 

       (:7)خاصة 

           0 ≤ P(A) ≤ 1      P(∅) ≤ P(A) ≤ P(Ω)
 

⇒ 

وحسب  Fمن  n,……….,A2,A1A..…ومن أجل متتالية معدودة من الحوادث 
 دومرغان:



61 
 

(⋃ Aii≥ )′ = ⋂ Ai
́

i≥1  

 (:3نجد من الخاصة )

       :( 8خاصة )

                                     P(⋃ Aii≥1 ) = 1 − P(⋃ Aii≥1 )′  
 

⇒ 

𝐴وكان   Fمن A, Bومن أجل أي حادثتين  ∩ 𝐵 ≠ )غير متنافيتين(    ∅ 
 وكون:

𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ [𝐵\(𝐴 ∩ 𝐵)]
 

⇒ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃[𝐵\(𝐴 ∩ 𝐵)]  

A وكون  ∩ B ⊆ B ( نجد:5فحسب الخاصة ) 

P(A(    9خاصة ) ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B)  

 (: 9.3مثال )

وبمعرفة أنه لا يمكن لحجرين أن يعطيا القيمة العددية  ،قذفنا ثلاثة أحجار نرد
 عين احتمال الحصول على الوجه واحد. ،نفسها

 الحل:

 حادثة الحصول على الوجه واحد. Aلتكن 

 حادثة عدم الحصول على الوجه واحد من أي حجر. 'Aفتكون 

=5×4×3=60  |A|         ;       |Ω|=6×5×4=120 

P(⋃ Aii≥1 ) = 1 − P (⋂ Ai
́

i≥1 )  
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𝑃(𝐴) = 1 − 𝑃(𝐴́) = 1 −
60

120
= 0.5  

 

 

 (:10.3مثال ) 

 ،فبعد أن رفض طلبه في جميع الكليات في بلده ،يرغب طالب في دراسة الطب
بقصد تحصيل  ،وذلك بمساعدة مؤسستين للمراسلة ، لجأ للمراسلة مع دول خارجية

فإذا كان احتمال أن يحصل على  y, xوهي  ، قبول في إحدى الدول عن طريقها
هو  yواحتمال أن يحصل على قبول عن طريق  ،(0.7هو ) xقبول عن طريق 

من أن إحدى المؤسستين سوف لا تحصل له قبولا. عين  %75وبشك  ،(0.4)
 احتمال حصوله على قبول من إحدى المؤسستين.

 الحل:
  xحادثة حصول الطالب على قبول عن طريق المؤسسة  Aلتكن الحادثة 

 .yحادثة حصول الطالب على قبول عن طريق المؤسسة  Bولتكن الحادثة 

P(A)=0.7      ،P(B)=0.4            ،𝑃(Áولدينا :  ∪ B́) = 0.75 

Aوالحادث المطلوب  ∪ B   حيثA, B  فعندئذ: ،غير متنافيين 

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B)  

= P(A) + P(B) − [1 − P(A ∩ B)′]  
= P(A) + P(B) − 1 + P(A′ ∪ B′)  
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= 0.7 + 0.4 − 1 + 0.75  = 0.85  
 

  عدة حوادث:تعميم حساب احتمال اتحاد 

 يكون:   Fغير متنافية من A2, A1A, 3حوادث  ثمن أجل ثلا
P[A1 ∪ A2 ∪ A3] = P(A1) + P(A2) + P(A3) −P(A1 ∩ A2) 

                 −P(A1 ∩ A3) − P(A2 ∩ A3) + P(A1 ∩ A2 ∩ A3)  

 (: 11.3مثال )

ن م  %60مؤسسة تجارية تستخدم عمالا  من المدينة ومن خارجها. فإذا كان
من العمال من المدينة، وواحد من العمال من كل أربعة  %30و  العمال إناثا  

من خارج المدينة  عمال هو من الذكور ومن المدينة. عين نسبة الإناث العاملات
 في هذه المؤسسة.

 الحل :
P(F)فيكون  ، الإناثحادثة كون العمال  Fليكن  = 0.60 . 

 حادثة كون العمال من الذكور، فيكون  Mوليكن 

 P(M) = 1 − P(F) = 0.40  . 

P(C)حادثة كون العمال من المدينة، فيكون  Cوليكن  = 0.30  . 

 حادثة كون العمال من خارج المدينة، فيكون  Bوليكن 
 P(B) = 1 − P(C) = 0.70  . 
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Ćكون  = B 
P(Mولدينا  ∩ C) = P(Fوالمطلوب حساب   0.25 ∩ B ) ؟ 

P(F) = P(F ∩ C) + P(F ∩ B) 
 

⇒  

P(F ∩ B) = P(F) − P(F ∩ C)  

         = P(F) − [P(C) − P(M ∩ C)]  

        = P(F) − P(C) + P(M ∩ C)   

        = 0.60 − 0.30 + 0.25 = 0.55  
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 المحاضرة الرابعة

 الاحتمال الشرطي والاستقلال العشوائي𝟐.3)

 : مقدمة وتعريف:1.2.3

إذا نظرنا إلى السماء في يوم من الأيام ووجدناها ملبدة بالغيوم، فهذا يعني أن 
فإذا رمزنا لحادثة احتمال هطول المطر أقوى مما لو وجدناها خالية من الغيوم. 

 فإننا نرمز لـ  Bوحادثة كون السماء ملبدة بالغيوم بـ   Aهطول المطر بـ

P(A/B)  باحتمالA  علما  بأن  B قد وقعت أي احتمال هطول المطر علما  بأن
نْ ثَم  و السماء ملبدة بالغيوم  وهو أكبر أيضا   P(A)أكبر من  P(A/B)سيكون مِّ

. وهذا المثال يوضح بأن هناك حوادث قد تكون على صلة  P(A/B′)من 
، أي وقوع حادثة قد يؤثر زيادة  أو نقصانا  في احتمال وقوع حادثة ببعض بعضها

 ومن هنا تأتي أهمية الاحتمال الشرطي. ، أخرى 

   :أي Aلا يؤثر بزيادة أو نقصان في احتمال وقوع  Bولو وجدنا أن وقوع حادثة 

P(A/B′) = P(A)من ببعض ا بلا شك أن لا صلة للحادثتين بعضه تنتج، نس
 الناحية الاحتمالية، أو أنهما مستقلان احتماليا .

نْ ثَم  و   ، Fحدثين من  A, Bوكان ، ( فضاء  احتماليا  Ω, F, Pإذا كان لدينا )مِّ
P(B)وإذا علمنا أن  >  Bعلما  بأن  A  فإننا نعرّف الاحتمال الشرطي لوقوع  0

 : قد وقع بـ

PB(A))بـ  أيضا  إذ نرمز  = P(A/B))     ؛ 
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P(A/B) =
P(A∩B)

P(B)
  ;  P(B) > 0  

 وبالمثل:

PA(B)) حيث: = P(B/A)) ;    P(A) > 0  ;     P(B/A) =
P(A∩B)

P(A)
 

 نتائج:

يعني أننا  Aفضاء  احتماليا ، فإنه بمعرفتنا بوقوع الحدث ( Ω, F, P( إذا كان )1
 ( .AΩ, F, P)سنتعامل مع الفضاء الاحتمالي الشرطي 

(2   AP  ) فهذا يعني أن ، هو احتمال فعلي ) يحقق التعريف الرياضي للاحتمال
كل الخواص التي رأيناها في الجزء الأول للاحتمال صالحة في حالة الاحتمال 

 الشرطي.

 قاعدة الاحتمال المركب:: 32.2.

 من تعريف الاحتمال الشرطي رأينا أن :

PA(B) = P(A/B) =
P(A∩B)

P(A)
  ;   P(A/B) =

P(A∩B)

P(B)
  

 
⇒  P(A ∩ B) = P(A). P(B/A) = P(B). P(A/B)  

 وهذه تدعى بقاعدة الاحتمال المركب.
 متتالية من الأحداث: n,…..A2, A1A ويمكننا ببساطة تعميم هذه القاعدة من 

    P(⋂ Ai
n
i=1 ) =   P(A1). P(A2/A1). P(A3/A1 ∩ A2)…. P ((An| ⋂ Ai

n−1
i=1 )) 
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 (:12.3مثال )

شخص حسب الجنس )ذكر أم أنثى( ووفقا  للإصابة بمرض  100تم تصنيف 
 :تيمعين )مصاب أو غير مصاب( وكانت النتيجة كالآ

  مصاب غير مصاب المجموع

 ذكر 10 30 40

 أنثى 15 45 60

 المجموع 25 75 100
 من مجموعة الأشخاص والمطلوب : اختير عشوائيا  شخص  

 علما  بأنه كان ذكرا . ا  احسب احتمال أن يكون الشخص مصاب .1

 بالمرض. ا  احسب احتمال أن يكون ذكرا  علما  بأنه كان مصاب .2

 الحل:
 بالمرض. ا  حادثة كون الشخص مصاب Aليكن 

 حادثة كون الشخص ذكرا .  B   و 

 الحادث المطلوب  .1

P(A/B) =
P(A∩B)

P(B)
=

|A∩B|

|B|
=

10

40
= 0.25  

 الحادث المطلوب2.  
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P(B/A) =
P(A∩B)

P(A)
=

|A∩B|

|A|
=

10

25
 = 0.40  

 (:13.3مثال)
السبعين عاما ، وبلغ بهما المرض أشده، فإذا  نحورجل وزوجته بلغا من العمر 

نفسه واحتمال وفاة المرأة خلال العام  0.30كان احتمال وفاة الرجل خلال عام هو 
 ؟ما احتمال أن يكون المتوفى هو الرجلف. فإذا حصل وفاة خلال العام، 0.45هو 

 ؟لمرأة ى هو اوما احتمال أن يكون المتوف  

 الحل:  
 حادثة وفاة الرجل خلال العام.  Aلتكن 

 حادثة وفاة المرأة خلال العام. B   و   

 حادثة وفاة خلال العام.  Cو    

1)      P(A/C) =
P(A∩C)

P(C)
=

P(A)

P(A∪B)
                                                     

=
P(A)

P(A)+P(B)−P(A∩B)
=

0.30

0.30+0.45
=

0.30

0.75
= 0.4  

2) 

P(B/C) =
P(B∩C)

P(C)
=

P(B)

P(C)
=

0.45

0.75
= 0.6  

 

  عريف التجزئة:ت 33.2.
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متتالية من الحوادث كلها من   𝑖≥1(Ai)ولتكن  ،( فضاء  احتماليا  F, PΩ ,ليكن )
F نقول عن .(A𝑖)𝑖≥1    إنها تشكل تجزئة للحدث الأكيدΩ  إذا حققت الشروط

 :الآتية

1) Ω = ⋃ A𝑖                                                                                                 𝑖≥1 

(2                           𝐴𝑖 ∩ Aj = ∅   :𝑖 ≠ 𝑗   ;    ∀i,j≥ 1     

 نتائج: 31.3.2.

)كون  ندئذ  عف ، Ωتشكل تجزئة للحدث الأكيد   𝑖≥1(𝐴𝑖)إذا كانت الأحداث   (1
(A𝑖)𝑖≥1  ) متنافية مثنى مثنى 

P(Ω) = P(⋃ Aii≥1 ) = ∑ P(Ai)i≥1 = وهذه تدعى بقاعدة الاحتمال  1
 الكلي.

تؤدي إلى تجزئة لأي حدث متعلق بالتجزئة  Ω( إن أي تجزئة للحدث الأكيد 2
 حدثا  متعلقا  بها فإن: Bوكان  Ω ـتجزئة ل   𝑖≥1(𝐴𝑖). فإذا كانت الأحداثنفسها

B = B ∩ Ω = B ∩ (⋃ Aii≥1 ) = ⋃ (B ∩ Ai)i≥1   

B)متنافية مثنى مثنى فإن الأجزاء منها   𝑖≥1(A𝑖)وكون   ∩ Ai)i≥1   تكون
 متنافية مثنى مثنى أيضا  ومنه:

P(B) = P[⋃ (B ∩ Ai)i≥1 ] = ∑ P(B ∩ Ai)i≥1   

نْ ثَم  و  B) مِّ ∩ Ai)i≥1  تشكل تجزئة للحادثB  المرتبط بΩ. 
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 دستور بايز: 32.3.2.

حادثا   B( وليكن Ω, F, Pفي الفضاء الاحتمالي ) Ωتجزئة ل   𝑖≥1(A𝑖)لتكن
 مرتبطا  بهذه التجربة. فإن دستور بايز ينص على:

P (
Ai

B⁄ ) =
P(Ai).P(B

Ai
⁄ )

∑ P(Ai).P(B
Ai

⁄ )i≥1

     ∀ i = 1,2,3, …  

نه إذا وقع الحادث إِّ أي  ، إن هذا الدستور يدعى بدستور بايز أو احتمال السبب
B  فما هو احتمال أن يكون الجزء(A𝑖) (  من التجزئة(A𝑖)𝑖≥1 )  هو السبب في

نْ ثَم  و وقوعه،  يت  𝑖≥1(A𝑖)الأحداث مِّ  Bدور العوامل المسببة لوقوع الحدث  ؤدِّّ
 .نفسهاوغيره من الأحداث المرتبطة بالتجزئة 

 رأينا أن:)حسب قاعدة الاحتمال المركب(3.2.3) الإثبات من: )

P(B) = ∑ P(Ai ∩ B) = ∑ P(Ai). P (B
Ai 

⁄ )i≥1i≥1  

 ومن تعريف الاحتمال الشرطي نجد:

P (
Ai

B⁄ ) =
P(Ai∩B)

P(B)
=

P(Ai).P(B
Ai

⁄ )

∑ P(Ai).P(B
Ai

⁄ )i≥1

  

𝑖 =1,2,….. 
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 (: 14.3مثال)

عاطلة عن العمل، بدأ يفحص  10جهاز إرسال تحوي  500لدى شخص 
الأجهزة، جهازا  فجهازا ، عين احتمال أن يجد الشخص ثلاثة أجهزة صالحة للعمل 

 ثم يليها جهاز عاطل عن العمل.
 الحل:
 حادثة الحصول على جهاز عاطل عن العمل   iEلتكن 

 𝑖 = 1, 2, 3, 𝐸́1 والحاث المطلوب  4 ∩ 𝐸́2 ∩ 𝐸́3 ∩ 𝐸4 ة دفحسب قاع
 الاحتمال المركب:

P(É1 ∩ É2 ∩ É3 ∩ E4) = P(É1). P (
E2
́

E1
́⁄ ) . P (

E3
́

É1 ∩ É2
⁄ ) . P (

E4

É1 ∩ É2 ∩ É3
⁄ )  

=
490

500
×

489

499
×

488

498
×

10

497
= 0.019  

 :(15.3)مثال

من  %30هم بـ يس  1Aالخط الأول  ؛ إذ إِّن  مصنع للأدوية فيه ثلاثة خطوط إنتاج 
يسهم بـ  2Aمعيب الصنع، والخط الثاني  %1 إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه 

 3Aمعيب الصنع، والخط الثالث  %2من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه  36%

م اختيار تمعيب الصنع.  %2من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه  %34يسهم بـ 
 من إنتاج المصنع عشوائيا .  عبوة

 والمطلوب: 
 معيبة الصنع.. احسب احتمال أن تكون العبوة المختارة 1
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احتمال أن تكون من إنتاج الخط  لعبوة المختارة معيبة الصنع فما . إذا كانت ا2
 ؟الثالث

 الحل: 
 حادثة كون العبوة المختارة معيبة الصنع. Bليكن 

 :تيويمكننا وصف التجربة بالمخطط الآ
 1A 2A 3A الخط

 0.301P(A )=0.362P(A )=0.343P(A=( مساهمة الإنتاج

 حادثة كون العبوة المختارة معيبة الصنع. Bإذا كان 

نسبة معيبة 
 الصنع

𝑃 (𝐵
𝐴1

⁄ ) = 0.01  𝑃 (𝐵
𝐴2

⁄ ) = 0.02  𝑃 (𝐵
𝐴3

⁄ ) = 0.02  

 )فضاء العينة( لأنه Ωتشكل تجزئة ل  A2, A1A ,3يلحظ أن 

P(A1) + P(A2) + P(A3) = 0.30 + 0.36 + 0.34 = 1  

 :P(B)الحادث المطلوب   (1

P(B) = P(A1). P (B
A1

⁄ ) + P(A2). P (B
A2

⁄ ) + P(A3). P (B
A3

⁄ )  

   = (0.30). (0.01) + (0.36). (0.02) + (0.34). (0.02) = 0.017  

 هنا لدينا قانون بايز )احتمال السبب(  (2

 فما هو احتمال أن يكون الخط الثالث هو السبب في وقوعه. Bأي إذا وقع 
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𝑃 (
𝐴3

𝐵⁄ ) =
𝑃(𝐴3).𝑃(𝐵

𝐴3
⁄ )

𝑃(𝐵)
=

(0.34).(0.02)

0.017
=

0.0068

0.017
= 0.40  

 (:17.3مثال)

، واحتمال أن  0.08 الإصابة بمرض السكري نسبة في مجتمع من البالغين تبلغ 
 0.95يقرر طبيب معين إصابة شخص بهذا المرض، علما  أنه مريض بالفعل هو 

، ما احتمال أن يكون  0.02واحتمال أن يقرر إصابته علما  أنه غير مصاب هو 
 ؟بالسكري علما  بأن الطبيب أبلغه ذلك ا  شخص بالغ مريض

  الحل:

الإصابة أو عدم الإصابة  أي الأسباب وهي، هنا نتعرف أولا  حوادث التجزئة 
 بمرض السكري ولدينا هنا

 P(B́) = 1 − P(B) = 0.92  ;  P(B) = 0.08 

أن الطبيب شخص الإصابة بالمرض، عندئذ  لدينا من فرضيات  Aوليكن الحادث 
 الدراسة:

;   P (A
B́

⁄ ) = 0.02 P(A
B⁄ ) = 0.95 

𝐵والحادث المطلوب:  
𝐴⁄ )حالة قانون بايز( 

P(B
A⁄ ) =

P(A∩B)

P(A)
=

P(B).P(A
B⁄ )

P(B).P(A
B⁄ )+P(B́).P(A

B́
⁄ )

  

                  =  
(0.08).(0.95)

(0.08).(0.95)+(0.92).(0.02)
=

0.076

0.0944
= 0.81  
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 تعريف الاستقلال العشوائي: 33.

 ( فضاء احتماليا :Ω, F, Pليكن )

أنهما مستقلان عشوائيا  إذا كانا  A, Bالحادثين  إِّن، نقول Fمن  A, Bلتكن  (1
P(A   :لآتييحققان الشرط ا ∩ B) = P(A). P(B) 

. فإننا نقول عن هذه الأحداث مستقلة عشوائيا  Fمن  A2, A1A ,3إذا الأحداث  2)
 ن:تييإذا كانت تحقق الشرطين الآ

 مستقلة مثنى مثنى. A2, A1A ,3الأحداث   -1  

2   -  P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = P(A1). P(A2). P(A3) 

إنها مستقلة عشوائيا  إذا  Fمن  nA .……2, A1A( نقول عن متتالية من الأحداث 3
 :تيينكانت تحقق الشرطين الآ

 ( تكون مستقلة عشوائيا .n-1كل متتالية جزئية منها من المرتبة )  -1 

 2- P(⋂ Ai
n
i=1 ) =  ∏ P(Ai)  n

i=1 

 نتائج: 31.3.

P(B من تعريف الاستقلال ينتج أن: (1
A⁄ ) = P(B)   ;   P(A

B⁄ ) = P(A) 
ن استقلال حادثين يعني أنه إذا وقع أحدهما فليس له أي علاقة بوقوع أو إِّ أي 

 عدم وقوع الآخر. ويمكن تعميم ذلك.
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Aإذا كان  (2 ∩ B = )حدثان متنافيان(، فلكي يكونا مستقلين يجب أن   ∅
 يتحقق:

P(A ∩ B) = P(A). P(B)
 

⇒ P(A). P(B)  

= 0 
 

⇒   P(A) = 0 V 𝑃(𝐵) = 0                                 
 أي يجب أن يكون أحدهما على الأقل حادثا  مستحيلا .

في دراسة لمرضى الرئة، أجري فحص لمجموعة مؤلفة من (: 18.3مثال )
شخص  3300عاما ، ومن بينهم يوجد  60شخص أعمارهم فوق ال  10000

 مدمنيشخص من  4000لديهم اختلاطات رئوية، ولقد وجد من المجموعة 
شخص لديهم اختلاطات رئوية،  1800التدخين، ومن بين المدخنين يوجد 

 تلاطات الرئوية حادثتان مستقلتان؟والمطلوب: هل التدخين والاخ

 الحل:

 تيار شخص عشوائيا  وكان مدمنا  التدخين.حادثة اخ Aلتكن 

: B ولتكن  حادثة اختيار شخص عشوائيا  وكان لديه اختلاطات رئوية، عندئذ 

P(A) =
4000

10000
= 0.4  

P(B) =
3300

10000
= 0.33  

P(A ∩ B) =
1800

10000
= 0.18  

P(A). P(B) = (0.4). (0.33) = 0.132 ≠ 0.18 = P(A ∩ B)  

 ين عشوائيا .غير مستقلّ  Bو  Aوبالتالي 
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 ن.يوالاختلاطات الرئوية حادثتان غير مستقلتأي التدخين 

 خواص الاستقلال العشوائي: 32.3.

 ( فضاء احتماليا .Ω, F, Pليكن )

المستحيلة والأحداث شبه  هالأحداث المستقلة عن نفسها هي الأحداث شب -1
 الأكيدة فقط.

1  حيث Fمن  Aحادثان مستقلان عن أي حدث  ∅ ,Ωإن  -2 > 𝑃(A) > 0 . 

تكون مستقلة  'A, Bمستقلة عشوائيا  فإن  Fمن  A, Bإذا كانت الأحداث  -3
 .تكون مستقلة عشوائيا    'B' ،A مستقلة عشوائيا  و  A', Bعشوائيا  و 

,A1إذا كانت الأحداث   -4 A2, … . An  منF  مستقلة عشوائيا  فإن الحوادث
,Á1المتممة لها  Á2, … . Án . تكون مستقلة عشوائيا  أيضا 

 :لآتيويحققان الشرط ا Fحدثين من  A, Bمن أجل  -5

 P (B
Á

⁄ ) = P(B
A⁄  مستقلين عشوائيا . A, Bعندئذ  يكون  (

,A1إذا كانت الأحداث  6- A2, … . An  مستقلة عشوائيا  فعندئذ  لحساب
P(⋃ Ai

n
i=1  ( حيث:4يصبح هذا سهلا  إذا استفدنا من الخاصة ) (

P(⋃ Ai
n
i=1 ) = 1 − P(⋂ Ái

n
i=1 ) = 1 − ∏ P(Ái)

n
i=1  
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 (: 19.3مثال)

1سنوات أخرى هو  10إذا كان احتمال أن يعيش رجل 

4
، واحتمال أن تعيش  

1سنوات أخرى هو  10زوجته 

3
 ، والمطلوب: 

 سنوات أخرى. 10احسب احتمال أن يعيش الاثنان  (1

 سنوات أخرى. 10احسب احتمال أن يعيش أحدهما على الأقل   2)

 سنوات الأخرى. 10احسب احتمال أن يتوفى الاثنان خلال ال 3)   

 سنوات أخرى. 10احسب احتمال أن تعيش الزوجة فقط 4)   

 الحل:

 سنوات أخرى.10حادث أن يعيش الزوج  Aليكن 

 سنوات أخرى. 10حادث أن تعيش الزوجة  B و   

 مستقلان عشوائيا (:  A, Bن تي)لأن الحادث(  1

P(A ∩ B) = P(A). P(B) =
1

4
×

1

3
=

1

12
  

2 )              P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B) 

 =  
1

4
+

1

3
−

1

12
=

1

2
            

3  )P(Á ∩ B́) = 1 − P[(Á ∩ B́)] = 1 − P(A ∪ B)  = 1 −
1

2
=

1

2
   



1. 
 

(4                P(Á ∩ B) = P(B) − P(A ∩ B) =
1

3
−

1

12
=

1

4
 

 (:20.3مثال)

يمكن لمؤشر داوجونز في بورصة نيويورك أن يزداد أو ينخفض يوميا . فإذا كان 
( في اليوم، فخلال أربعة أيام عين احتمال أن يزداد مرة 0.50) احتمال الزيادة

 علما  بأن الزيادة أو النقصان هي حوادث مستقلة.على الأقل، 

 الحل:

𝑖، حيث 𝑖  حادثة أن يزداد المؤشر في اليوم iEليكن   = 1, 2, 3, والحادث  4
⋃المطلوب  Ei

4
i=1 : 

P(⋃ Ei
4
i=1 ) = 1 − P(⋂ Ei

́4
i−1 ) = 1 − P(∏ P(Ei)

4
i=1 ) = 1 − (0.50)4 = 0.938  

 تمارين غير محلولة: 3:4. 

العينة في تجربة دراسة توزع الإناث لدى أسرة تملك خمسة  ءعين عدة فضا 1)
 أطفال؟

 عين عدة فضاء العينة وفضاء العينة في تجربة إلقاء أربع قطع نقود متوازنة؟ (2

 لدى أسرة أربعة أطفال. عين احتمال أن يكون لدى الأسرة: (3

 ذكران على الأقل. -أ

 أنثى على الأكثر. -ب

 ثلاثة ذكور وأنثى. -ت

  إناث. أربع ثلاثة ذكور أو -ث
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,M1ثلاث آلات 4)   M2, M3  25تنتج% , 35% , من إنتاج مصنع  40%
, %5على الترتيب، ولنفترض أن  4% ,  من إنتاج هذه الآلات سيِّّىء 2%

الصنع على الترتيب أيضا . اخترنا سلعة من إنتاج هذا المصنع فكانت سيئة 
 .M1الصنع ، عين احتمال كون السلعة من إنتاج الآلة 

 5كبسولات بيضاء. سحب عشوائيا   5كبسولات دواء سوداء،  7يحوي كيس 5) 
كبسولات، والمطلوب: احسب احتمال الحصول على كبسولتين بيضاء اللون 

 ضمن الكبسولات المسحوبة. 

 ا  تنتج زهور  ى خر أ 4، و  صفراء ا  منها تنتج زهور  4بذور،  10كيس يحوي 6) 
بيضاء. سحبنا عشوائيا  من هذا الكيس ثلاث بذور  ا  منها تنتج زهور  2حمراء و 

 ؟عشوائيا . فما احتمال أن تنتج هذه البذور زهورا  من نفس اللون 

تم تصنيف مجموعة من الأشخاص حسب عيار السكر بالدم عندهم وحسب  (7
 :تيدرجة ارتفاع الضغط الشرياني لديهم ووفق الجدول الآ

 المجموع
 عيار السكر بالدم

 
 عادي متوسط عال  

 ضغط  عال   5 10 20 35

 ضغط عادي 35 25 5 65

 المجموع 40 35 25 100

 ، والمطلوب: تم اختيار شخص عشوائيا  من بين هذه المجموعة   

فما احتمال أن يكون عيار  ضغط عال   اإذا كان الشخص الذي تم اختياره ذ -أ
 ا ؟السكر بالدم لديه متوسط
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 .ضغط عال   االذي تم اختياره ذما احتمال أن يكون الشخص   -ب

للسكر بالدم، فما احتمال أن  عيار عال   اإذا كان الشخص الذي تم اختياره ذ -ت
 ا ؟يكون ضغطه عادي

ط إنتاج. فإذا كان الخط الأول خطو  4مصنع لأجهزة قياس ضغط الدم فيه 8) 
،  معيب الصنع %2من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه  %25هم بإنتاج يس

من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه  %15وكان الخط الثاني يسهم بإنتاج 
من إنتاج المصنع  %35وكان الخط الثالث يسهم بإنتاج  ، معيب الصنع 1%

 %25معيب الصنع، وكان الخط الرابع يسهم بإنتاج  %3ومن ضمن إنتاجه 
ن معيب الصنع، تم اختيار جهاز م %4من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه 

 إنتاج المصنع. والمطلوب: 

 ؟جهاز الذي تم اختياره معيب الصنعما احتمال أن يكون ال  -أ

 إذا كان الجهاز الذي تم اختياره معيب الصنع فما احتمال أن يكون   -ب

a. ؟من إنتاج الخط الثاني 

b. ؟من إنتاج الخط الرابع 

واحتمال أن  0.10في مجتمع مدينة معينة، تبلغ نسبة الإصابة بمرض معين 9) 
يقرر طبيب معين إصابة شخص بهذا المرض، علما  أنه مريض بالفعل هو 

. ما احتمال 0.04واحتمال أن يقرر إصابته علما  أنه غير مصاب هو  0.90
أن يكون شخص من هذا المجتمع مصابا  بالمرض المذكور علما  بأن الطبيب 

 ؟أبلغه ذلك
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 المحاضرة الخامسة

 المتغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي5.3 

 (:21.3مثال )

لتكن التجربة اختيارا عشوائيا  لطالب من الطلاب المسجلين في جامعة دمشق 
 :وليكن

X= 0   أوX= 1   وفقا  لما إذا كان يسكن في المدينة الجامعية أو لا يسكن في
 المدينة الجامعية .

Y   ته= عدد أخو 
Z طوله بالسنتمتر = 

. وكل متغير من هذه المتغيرات ةهي متغيرات عشوائي Zو    Yو    Xفالمتغيرات 
 واحدة فقط عند كل تجربة. قيمة واحدة والثلاثة يأخذ 

قيمة  Y، و يأخذ   0 وإمّا  1قيمة واحدة فقط هي إما  Xفمن أجل كل طالب يأخذ 
قط هي قيمة واحدة ف Zواحدة فقط هي عبارة عن عدد صحيح غير سالب. ويأخذ 

 عبارة عن عدد حقيقي موجب.

 (:22.3مثال )

  Hعدد أوجه الـ  Xلتكن التجربة هي إلقاء قطعة نقود ثلاث مرّات متتالية ، وليكن 
  2أو   1أو  0هو متغير عشوائي قيمه الممكنة  Xالتي نحصل عليها . فالمتغير 

 . 3أو 
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 :بيبّن ذلك لآتيوالجدول اوهو يأخذ قيمة واحدة عند كل مرّة نجري هذه التجربة ، 

TTT TTH THT HTT THH HTH HHT HHH نتيجة التجربة 

 Xقيمة  3 2 2 2 1 1 1 5

 مما سبق  يتضح لنا بصورة عامة ، مفهوم المتغير العشوائي.

 (:23.3مثال )

عدد القذفات التي  Xللمرة الأولى . وليكن  Hنقذف قطعة نقود حتى يظهر وجه الـ 
. النتائج الممكنة للتجربة أو فضاء العينة )مجموعة نتائج التجربة( نحتاج إليها

 هو: 
...., TTH ,  TH ,  H 

فضاء العينة  ن  الخ ....أي إِّ  3 أو 2 أو 1يمكن أن يكون  Xومن الواضح أن 
         أو مجموعة قيمه الممكنة هي مجموعة الأعداد الطبيعية ، Xالذي ولده  

{ 1,2,3,…}. 

 المتغيرات العشوائية: تصنيف 31.5.

، طول  Z( ولنتساءل عن مجموعة القيم الممكنة لـ 21.3لنعد إلى المثال )
الطالب. بما أننا سنستخدم مسطرة مدرجة لقياس الطول فإنّ طول الطالب سيقابل 

 نقطة على هذه المسطرة هي في الواقع نقطة محور موجه.

مجال على محور موجه.  يمكن أن تكون أي نقطة من Zوالقيمة التي يأخذها 
، مالا نهاية له  وبالطبع يوجد في أي مجال  من محور موجه، مهما كان صغيرا  
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في  Xولا يمكن عدّه أو حصره من النقاط. وبالرغم من أنّ فضاء العينة يولده 
.  نِّ يْ خلافا  أساسيا  بين طبيعتي الفضاءَ هناك لا نهائي أيضا . إلّا أن   (3.5المثال )

 فإحداهما قابل للعد والآخر غير قابل للعد )لماذا ؟(

 الفضاء المنقطع )منفصل(:31.1.5.

نقول عن فضاء عينة إنّه فضاء منفصل إذا كان يحوي عددا  منتهيا  من النقاط أو 
 لا نهاية قابلة للعد من النقاط.

 الفضاء المستمر )المتصل(:32.1.5.

و مستمر( إذا كان يحوي لا نهاية غير نقول عن فضاء عينة إنّه فضاء متصل )أ
 قابلة للعد من النقاط.

ووفقا  لهذا التصنيف نصنف المتغيرات العشوائية إلى متغيرات منفصلة ومتغيرات 
 متصلة )مستمرة(.

 المتغير العشوائي المنفصل)المنقطع(:33.1.5.

 نقول إن  المتغير العشوائي منفصل إذا كانت مجموعة قيمه الممكنة مجموعة
منتهية أو لا نهائية قابلة للعد أي إذا كان الفضاء الاحتمالي الذي يولده هذا 

 المتغير فضاء منفصل.

 المتغير العشوائي المتصل )المستمر(: 34.1.5.

نقول عن متغير عشوائي أنه مستمر إذا كانت مجموعة قيمه الممكنة مجموعة لا 
 .نهائية وغير قابلة للعد 
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 العشوائية المنفصلة وتوزيعاتها:المتغيرات  32.5.

التوزيع الاحتمالي لمتغير عشوائي منفصل هو صيغة أو جدول يعرض القيم 
 الممكنة والاحتمال الموافق لكل قيمة.

 (:24.3مثال)
 هو:  X( لـ 22.3إنّ التوزيع الاحتمالي في المثال )

3 2 1 5 X 
1

8
  3

8
  3

8
  1

8
   fX(x) = P(X = x)  

f(𝑥)                       حيث  = p(X = 𝑥) 

 .)على الطالب فهم كيف تمّ الحصول على الجدول(

 .تماليويمكن تمثيل هذا التوزيع بيانيا  لنحصل على ما يسمى بالمدرج الإح

)فترات( تمتد بمقدار الواحد )نصف على  فلنتخذ القيم الممكنة مراكز لمجالات
اليمين القيمة ونصف على يسارها( ولنرسم فوق كل فترة )مجال( مستطيلا  ارتفاعه 

 :لآتيفنحصل على مدرج الاحتمال كما في الشكل ا، يساوي الاحتمال الموافق 
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 (22.3) المثال في عيللتوز  الاحتمالي المدرج

 :تيينالمتغير العشوائي منفصل الشرطين الآ 𝑓(𝑥)يجب أن تحقق دالة الاحتمال 

1. 𝑓(𝑥) ≥  𝑥مهما تكون    0

2. ∑ 𝑓(𝑥) = 1𝑥 ∑ حيث    𝑥 تعني المجموع فوق مجموع القيم الممكنة   
𝑥  للمتغيرX . 

 العشوائية المستمرة: غيراتتالم  :33.5.

التي تستخدم للحصول على مقاديرها لأجهزة قياس، أو أدوات  تشكل الكميات
قياس متغيرات عشوائية مستمرة. فالوزن والقوة والطول ومعدل هطول المطر 

وقياسات مثل هذه  ودرجة حرارة جسم كلها أمثلة على متغيرات عشوائية مستمرة.
نها نقاط ي إِّ يه تدريجا  أو سلما  للقياس، أالمتغيرات هي نقاط على خط اتخذنا عل

على المحور الموجه )محور الأعداد الحقيقية(، أو على فترات )مجالات( من هذا 
ولا يمكننا في حالة متغير عشوائي مستمر، تخصيص احتمال مهما كان  ،المحور 

صغيرا  لأي قيمة من قيم المتغير نظرا  للكثرة الكاثرة من القيم المختلفة، إذ توجد لا 
، مما يؤدي إلى الخروج ط في أي فترة مهما صغرتد من النقانهاية غير قابلة للع

0 1 2 3 

𝑥 

1

8
 

2

8
 

3

8
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الواحد(.  علىن احتمال أي حدث لا يزيد إِّ عن مسلمة الاحتمال )التي تقول 
بد من التفكير في طريقة لبناء النموذج الاحتمالي مختلفة  لا و. )يجب التوضيح( 

 تماما   عما رأيناه في حالة متغير عشوائي منفصل.  
رأينا إمكانية تفسير المساحة تحت مدرج التكرار  إذبالعودة إلى الإحصاء الوصفي 

النسبي كاحتمال. وإلى منحني التكرار حيث يمثل كل نقطة على محور السينات 
لتلك النقطة   (oyحداثي العمودي )على المحور ويمثل الإ، ( قياسا  ox)المحور 

لمجتمع من القياسات الذي يصفه منحني أو تكرار ظهور هذا القياس في ا ا  ،تواتر 
التكرار. إذ تقدم لنا هذه الأفكار نقطة البداية في محاولة بناء نموذج احتمال 

 عشوائي مستمر.
، مثلا  أكبر من تكرار ظهور  aلنبدأ بالقول إنه إذا كان تكرار ظهور القياس 

ر الكثافة ولتغير منحني التكرار منحني كثافة يبّين لنا كيف تتغي .bالقياس 
التي بيانها هو   𝑓(𝑥)الاحتمالية  من نقطة إلى أخرى. ولنسمي الدالة المستمرة 

دالة كثافية احتمالية .عندئذ تمثل المساحات تحت هذا المنحني  منحني التكرار،
  احتمالات.

 ( ،أيa,bضمن الفترة ) Xواحتمال أن يقع قياس المتغير 
 p( 𝑎 <  𝑋 < 𝑏) ( هو المساحة تحت منحني الكثافة وفوق المجالa,b )

 ( تي)انظر الشكل الآ

 



1. 
 

وترتب علينا مثل هذه الطريقة شرطين ، لا بد  لأي دالة كثافة أن تحققهما كي لا 
نخرج على مسلمات الاحتمال . فما دام الاحتمال غير سالب ، لا يجوز أن يكون 

. وبما أن  احتمال الحادثة الأكيدة   oxجزء من منحني الكثافة تحت المحور الأفقي
∞− ) pأي  < X <  يجب أن يكون مساويا  للواحد تماما . (∞+

 :وهكذا نكتب القاعدة الآتية
 قاعدة :

 كدالة كثافة احتمالية يجب أن تحقق الشرطيين   𝑓(𝑥)كي تصلح دالة مستمرة 
 :تيينالآ

1. 𝑓(𝑥)  ≥  .𝑥مهما يكن    0
) أي تحت منحني الكثافة( تساوي الواحد  𝑓(𝑥)المساحة تحت بيان  . 2 

 تماما .

 دالة التوزيع الاحتمالي المتجمع: 34.5.

: ما التكرار النسبي تيرأينا أنّ التكرار المتجمع الصاعد يجيب عن السؤال الآ
مع عن سؤال جلظهور قياس يقل عن قيمة محددة؟ وستجيب دالة التوزيع المت

 قيمة أقل أو تساوي قيمة محددة؟ Xمشابه: ما احتمال أن يأخذ متغير عشوائي 
هي ببساطة احتمال  𝑥 في النقطة فإن قيمة هذه الدالة  Fوإذا رمزنا لهذه الدالة بـ 

 أي : 𝑥قيمة أقل أو تساوي  Xأن يأخذ المتغير العشوائي 

F(𝑥) = p(X ≤ 𝑥) 
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 منفصل:حالة متغير عشوائي  31.4.5.

هي  𝑓(𝑥) ه، دالة احتمال 𝑋دالة التوزيع المتجمع لمتغير عشوائي منفصل 
 بالتعريف : 

F(𝑡) = ∑ 𝑓(𝑥)𝑥≤𝑡   

 .tعن تعني المجموع فوق جميع القيم الممكنة التي تقل    x≤t∑حيث 

 (:25.3مثال )
 مرتين على الأكثر؟  H( ما احتمال الحصول على وجه الـ 27.3في المثال  )

 الحل :
 المطلوب هو حساب :

P(X ≤ 2) = F(2) =  ∑ f(x) = f(0) + f(1) + f(2)2
x=0   

           = 
7 

8
   =     

1  

8
+

  3

8
+ 

  3 

8
 

 تمرين: أعط تفسيرا  عمليا  لهذه النتيجة.

 حالة متغير عشوائي مستمر: 32.4.5.

هي  𝑓(𝑥)دالة كثافته   xدالة التوزيع المتجمع لمتغير عشوائي متصل
 بالتعريف: 

  tالمساحة تحت منحني الكثافة الواقعة إلى اليسار من النقطة 
𝐹(𝑡) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑡)  

 : تيانظر الشكل الآ

 

F( 𝑥) 
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 متصل عشوائي لمتغير المتجمع عيالتوز  دالة

سنتحدث في الفقرتين القادمتين عن متوسط مجتمع القياسات وعن تباينه على 
الترتيب . وسنصطلح على استخدام عبارة )متوسط المجتمع( أو عبارة )تباين 

الانحراف )أو  (الانحراف المعياري للمجتمع )المجتمع( أو )تباين التوزيع(، و 
 للانحراف  دبيات الإحصاء. وسنرمز  كما جرت العادة في أ (المعياري للتوزيع

 (.<سيجما >) ننطقه  σالمعياري للمجتمع بالحرف اليوناني 

 التوقع الرياضي :

 التوقع الرياضي لمتغير عشوائي: 31.5.
عشوائيا    Xليكن  .   𝑓(𝑥) منفصلا  دالة احتماله متغيرا  

E(X) فعندئذ  : ، E(X)   أو μX  أو   μبـ  Xولنرمز لتوقع  =  ∑ 𝑥. 𝑓(𝑥) 𝑥 

 .Xيعني المجموع فوق كل القيم الممكنة للمتغير  𝑥∑حيث 

 هذا التعريف يقدم قاعدة لحساب توقع متغير عشوائي منفصل .

للمتغير E(X)  أو التفسير العملي له: القيمة المتوقعةE(X)    المعنى التطبيقي لـ
X  هي متوسط القيم التي يمكن أن يفترضها هذا المتغير على المدى الطويل، أي

 .Xبعبارة أخرى متوسط مجتمع القياسات الموافق للمتغير 
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 (:26.3مثال )
 . E(X)  حسب  ا( 22.3في المثال )

 الحل:

E(X) = ∑ 𝑥. 𝑓(𝑥) = 0 ×
1

8

3
x=0  + 1 ×

3

8
+  2 ×

3

8
+ 3 ×

1

8
= 1.5  

 ومما سبق يمكن القول إنّ:

 . Hهي القيمة المتوقعة رياضيا  لعدد أوجه الـ 1.5)   المقدار)  1 .

. ولو نظرنا  1.5حول النقطة  Hيتمركز التوزيع  الاحتمالي لعدد أوجه الـ   .2
( لوجدنا أنه يتمركز حول 22.3إلي صورة المدرج الاحتمالي في المثال )

 هي متوسط التوزيع الاحتمالي.  1.5. فالقيمة  oxعلى المحور   1.5النقطة

  Hهو أنها تمثل القيمة المتوسطة لعدد أوجه الـ  115. التفسير العملي للقيمة 3
على المدى الطويل )أي متوسط مجتمع القياسات( . بمعنى أننا لو كررنا 

التي   Hقذف قطع النقود الثلاث عددا  هائلا  من المرّات وسجلنا عدد أوجه الـ 
 .1.5 نا علىم حسبنا متوسط هذه الأعداد لحصلثحصلنا عليها 

 : Xالتوقع الرياضي لدالة عددية في  32.5.

𝐸[𝑔(𝑋)] =  ∑ 𝑔(𝑥). 𝑓(𝑥)𝑥   

 

 (:323.في المثال ) E(X2) احسب  (:327.) مثال
 الحل : 

∑ 𝑥2. 𝑓(𝑥)6
𝑥=1= E(X2) 
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=12.
  1

6
  +22.

1  

6
+ 32.

1  

6
 +42.

  1 

6
+ 52.

1

6
+ 62.

 1  

6
 

15.17   =   
  91       

 6     
 = 

وبصورة مشابهة تماما  نعرف توقع متغير عشوائي مستمر . كل ما في الأمر أنّ 
دالة الكثافة الاحتمالية تقوم مقام دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير المنفصل وتصبح 

 نتطرق لذلك في هذا المقرر. . ولن ∫إشارة تكامل  Σإشارة المجموع 

 خواص التوقع :  33.5.

1. (c  ثابت)= c. E(c) = ∑ 𝑐. 𝑓(𝑥) = 𝑐. ∑ 𝑓(𝑥)𝑥 = 𝑐 𝑥 

.2  =c.E(X) ∑ 𝑥. 𝑓(𝑥)𝑥  c. E(cX) = ∑ 𝑐𝑥. 𝑓(𝑥) =𝑥      

𝑔(X)         إذا كان. 3 = 𝑔1(x) + 𝑔2(x)  :ّفإن 

         𝐸[𝑔(𝑋)] =  ∑ 𝑔(𝑥). 𝑓(𝑥) =  ∑ [𝑔1(𝑥) + 𝑔2(𝑥)]. 𝑓(𝑥) 𝑥𝑥 
           =∑ 𝑔1(𝑥). 𝑓(𝑥)𝑥 + ∑ 𝑔2(𝑥). 𝑓(𝑥) =    E[𝑔1(X)] + E[𝑔2(X)]𝑥 

 ومنه نستنتج الخاصة: 

E[𝑔1(X) + 𝑔2(X)] =  E[𝑔1(X)] + E[𝑔2(X)]  

 أي متغيرين عشوائيين فإنّ: X2 و  X1وبصورة خاصة ، إذا كان 

E(X1 + X2) = E(X1) + E(X2)  

 من الخاصتين السابقتين يمكننا أن نكتب بصورة عامة:. 4

E[C1X1 + C2X2 + ⋯ . CnXn] = C1E(X1) + C2E(X2) + ⋯ . +CnE(Xn)  
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,cnمتغيرات عشوائية و   Xn و .....و X2و   X1حيث  … … , c2, c1   أعداد
 ثابتة.

 (:28.3مثال )
وصفا  لمجتمع الأسر التي تقطن مدنا  كبيرة من حيث  تيةتقدم الإحصائية الآ

 خاصية امتلاكها للسيارات:
من الأسر تمتلك سيارة واحدة و  50%من الأسر لا تمتلك أي سيارة و  %20
 5%من الأسر تمتلك ثلاث سيارات و  10%من الأسر تمتلك سيارتين و  %15

 من الأسر تمتلك أربع سيارات.
 لعدد العجلات التي تمتلكها أسرة.  Yلعدد السيارات و بـ   Xإذا رمزنا بـ 

 ؟ما متوسط عدد السيارات للأسرة الواحدة. 1 .أ

 احسب متوسط عدد العجلات للأسرة الواحدة.. 2 .ب

 الحل: .ت

في هذا  𝑋من الواضح أنّ الوصف المعطى لمجتمع الأسر والمتعلق بقياسات  .1
 .  Xالمجتمع يقدم دالة التوزيع الاحتمالي لـ 

4 3 2 1 0 X  
0.05 0.10 0.15 0.50 0.20 f(x)  

 . ومن التعريف لدينا :  𝐸(𝑋)ومتوسط عدد السيارات للأسرة الواحدة هو 

E(X) = ∑ x. f(x)x   
      =0(0.20)+ 1(0.50)+ 2(0. 15)+ 3(0.10)+ 4(0.05)=1.3     

 :أي 5التي تمتلكها مضروبا  بـ  تأسرة هو عدد السياراعدد العجلات عند  .2
𝑌 = 5𝑋  

 . ومن خواص التوقع لدينا: E(Y)والمطلوب هو 
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E(Y) = E(5X) = 5E(X)= 5(1.3) =6.5 
 عجلة.  6.5ومتوسط عدد العجلات للأسرة الواحدة هو 

 تباين متغير عشوائي: 33.5.

σ2  أو X(V ( ، ونرمز له بـ X تباين متغير عشوائي  تعريف:
X  أوσ2  عندما

 ويعطى بالعلاقة : نأمن الالتباس

V(X) = E[X − E(X)]2 = E(X − μ)2  

 الصيغة المختزلة للتباين هي : نتيجة :

V(X) = E(𝑋2) − μ2 = E(X2) −  [E(X)]2 

  (:29.3مثال )
 . X احسب تباين( 22.3) في المثال

 الحل: 
V(X) = E(X2) − μ2 

E(X2)= 02 ×
1 

8
+ 12 ×

3

8
+ 22 ×

3

8
+ 32 ×

1

8
=

24

8
 = 3 

μأن  (32.3من المثال )ونعلم  = E(X) = 1.5   

 : ا  إذ
V(X) =3-(1.5)2 = 3 − 2.25 = 0.75 

 الانحراف المعياري لمتغير عشوائي: 34.5.

عندما      σأو اختصارا     σXوسنرمز له بـ Xالانحراف المعياري لمتغير عشوائي 
 نأمن الالتباس ، هو الجذر التربيعي الموجب للتباين:
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σ𝑋 =√V(X)  

الناتجة عن قذف ثلاث  Hوفي المثال السابق الانحراف المعياري لعدد أوجه الـ 
 قطع متزنة من النقود هو :

σ = √0.75 = 0.865  

 خواص التباين:

 . تباين العدد الثابت هو الصفر 1

V(C) = E(C2) − [E(C)]2 = C2 − C2 = 0 

V(CX) =  C2V(X) .2   حيثX   أي متغير عشوائي وC .ثابت 

 مستقلين فيما بينهما فإنّ   X2و   X1. يمكن البرهان أنّه إذا كان المتغيران 3

V(X1 ∓ X2) =  V(X1) + V(X2) 

ويمكن تعميم هذه القاعدة إلى أكثر من متغيرين ، فنقول إنّه إذا كانت المتغيرات 
X1,X2, … … , Xn :ّمستقلة فيما بينها فإن 

V(X1 + X2 + ⋯ + Xn) = V(X1) + V(X2) + ⋯ + V(Xn) 

∑)Vخرى:       أأو بعبارة  𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 )=∑ V(Xi)

𝑛
𝑖=1 
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 المحاضرة السادسة

 بعض التوزيعات الاحتمالية الشهيرة 36.

 بعض التوزيعات الاحتمالية المنقطعة: 31.6.

ديبعض التوزيعات الاحتمالية التي  يأتينتناول فيما  ا  في حل كثير همّ مدورا   تؤِّّ
 من المسائل التطبيقية.

نسمي كل تجربة لها نتيجتان تجربة برنولية )ثنائية(.  توزيع برنولي: 31.1.6.
يمثل  P ن نجاحا ، ونسمي النتيجة الأخرى فشلا ، فإذا كانيالنتيجت إحدىنسمي 

qوسيط التجربة البرنولية،  و    Pاحتمال النجاح عندها نسمي = 1 − P  
 احتمال الفشل.

فتجربة إلقاء قطعة نفود متزنة هي تجربة برنولية لها نتيجتان ، إما الشعار )نجاح( 
Pالكتابة )فشل( ، ووسيط هذه التجربة البرنولية  إمّا =

𝟏

𝟐
 

ونتيجة طالب في امتحان مقرر ما هي  ، والتسديد نحو هدف هو تجربة برنولية
إلخ       تجربة برنولية ، وانتظار مولود لمعرفة جنسه هي تجربة برنولية أيضا  

.... 

تكون مجموعة ,  𝑃لعدد مرات النجاح في تجربة برنولية وسيطها  xإذا رمزنا بـ 
𝑅X هي Xقيم  = 𝑃   ويكون احتمال النجاح {0,1} = 𝑃(𝑋 = 1) 

𝑞احتمال الفشل  و  = 𝑃(𝑋 = 0) = 1 − 𝑃   ,𝑞 = 1 − 𝑃 

 :  التوزيع الاحتمالي  Xن لـ إأي 
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0                                            1  𝑋  
𝑞                                            𝑃  𝑃(𝑋 = 𝑥)=𝑓(𝑥) 

دالة    Xإذا كان لـ  Pتوزيعا  برنوليا  بالوسيط Xنقول إنّ للمتغير العشوائي  تعريف:
 :الاحتمال

 f(x) = Pxq1−x  ,   x = 0,1    , q = 1 − P   , 0 < 𝑃 < 1        

 جدول التوزيع الاحتمالي :  Xن لـ إأي 

0                                                    1 X 

q                                                    P  𝑓(𝑥)  

 الرياضي والتباين : التوقع

E(X) = ∑ x. f(x)x = ∑ x1
x=0 Pxq1−x = 0 + P = P  

E(X2) = ∑ x2f(x)x = ∑ x21
x=0 f(x) = 02(q) + 12(P)= 𝑃 

V(X) = E(X2) − [E(X)]2 = P − P2 = P(1 − P) = pq 

σX = √pq  

 التوزيع الثنائي )الحداني(: 32.1.6.

مرة ، وكانت هذه  n)احتمال النجاح(  Pذا كررنا تجربة برنولية وسيطها إ
لعدد مرّات النجاح عند تكرار هذه التجربة   Xإذا رمزنا بـ  التكرارات مستقلة.

𝑅Xهي   Xمرّة ، فإن مجموعة قيم   nالبرنولية  = {0,1,2, … . . , n} 

 ويمكننا أن نثبت أنّ:
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𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝐾) =
𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)!
  p𝑘𝑞𝑛−𝑘 , K = 0,1,2, … . , 𝑛  

 𝑃و    nتوزيعا  ثنائيا  )حدانيا ( بالوسيطين  X نقول إنّ للمتغير العشوائي  تعريف:
 دالة الاحتمال: Xإذا كان لـ 

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝑛!

𝑥!(𝑛−𝑥)!
 p𝑥𝑞𝑛−𝑥  , 𝑥 = 0,1, … 𝑛  

 

 جدول التوزيع الاحتمالي: Xن لـ إأي 

n … K ..... 1 0 X  

Pn  … n!

k!(n−k)!
 pkqn−k  ……. npqn−1 qn  f(x)  

   𝑃و  𝑛الذي له التوزيع الحداني بالوسيطين  Xأن المتغير العشوائي  لنؤكدنعود 
;𝑋~𝑏(𝑛  أي ) 𝑃)   )تجربة برنولية يمثل عدد مرات النجاح عند تكرار     

 مرّة . n( 𝑃)وسيطها 

 يمكننا أن نثبت أنّ هذه الدالة تحقق الشرطين :

𝑓(𝑥) ≥     𝑥من أجل جميع قيم   1.        0

∑ 𝑓(𝑥) = 1𝑛
𝑥=0        .2  

، فإذا صوب الرامي  0.8 كان احتمال أن يصيب رام  الهدف إذا (:330.مثال )
 .لعدد مرات إصابة الهدف  Xمرات ورمزنا بـ  5نحو الهدف 
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 المطلوب:

 .  Xاكتب دالة احتمال المتغير العشوائي  -أ
 احسب احتمال اصابة الهدف مرة واحدة فقط. -ب
 احسب احتمال إصابة الهدف مرّة واحدة على الأكثر. -ت
 احسب احتمال اصابة الهدف مرتين على الأقل. -ث
 احتمال إصابة الهدف.احسب  -ج

 الحل: 

إنّ التسديد نحو الهدف تجربة برنولية لها نتيجتان ، إما النجاح )إصابة  -أ
𝑃)عدم إصابة الهدف( ووسيطها  خفاقالإ وإماالهدف(  = والتسديد نحو  0.8
نْ ثَم  و مرات ،  5مرات يعني تكرار هذه التجربة البرنولية  5الهدف   Xيكون لـ مِّ

𝑛)عدد مرات إصابة الهدف( التوزيع الحداني بالوسيطين  = 𝑃و  5 = 0.8 
 نّ:أي إ

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) =
5!

𝑥!(5−𝑥)!
 (0.8)𝑥(0.2)5−𝑥 ; 𝑥 = 0,1,2,3,4,5 

 الاحتمال المطلوب:  -ب

𝑓(1) = 𝑃(𝑋 = 1) =
5!

1!4!
 (0.8)1(0.2)4 = 5(0.8)(0.0016) = 0.0064  

   -ت

𝑃(𝑋 ≤ 1) = 𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1) =
5!

0!5!
 (0.8)0(0.2)5 + 0.0064 =  

(0.2)5 + 0.0064 = 0.00672  
 

   -ث
P(X ≥ 2) = 1 − P(X < 2) = 1 − P(X ≤ 1)  
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= 1 − 0.00672 = 0.99428  
 

  -ج
P(X ≥ 1) = 1 − P(X < 1) = 1 − P(X = 0)  

= 1 − 0.00032 = 0.99968  
 
 

 التوقع الرياضي والتباين:
= 𝐸(𝑋) = 𝑛𝑃 = (5)(0.8) = 4𝝁 

σ2 = 𝑉(𝑋) = 𝑛𝑃𝓆 = (5)(0.8)(0.2) = 0.8  

 (:31.3) مثال

إذا علمت أن احتمال شفاء مريض مصاب بالزكام خلال أسبوع دون اللجوء إلى 
مرضى بالزكام ولم يراجعوا الطبيب ، فما  10فإذا كان لدينا  0.6الطبيب هو 

 :أسبوعمنهم خلال بعض  احتمال أن يشفى 

 ثلاث مرضى.  .1

 مرضى على الأقل. 8 . 2

 مرضى . 5 إلى 2من 3.   

 مرضى. 4 .    6

 الحل:
 10النموذج المدروس هو تجربة ثنائية )يشفى أو لا يشفى( ومكرره تكرار مستقل 

 .مرات
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هم خلال أسبوع من الزكام ؤ الدال على المرضى الذين يتم شفا المتغير Xفإذا كان 
X~𝑏(𝑛     :عندئذ  فدون اللجوء إلى الطبيب  = 10 , 𝑃 = 0.6) 

 
 P[X = K] = (n

k
)𝑃𝐾𝓆𝑛−𝑘 = (10

k
)(0.6)𝐾(0.4)10−𝑘  ; 𝑘 = 0,1,2, . . ,10   

P[X               (:.) الطلب = 3] = (10
3

)(0.6)3(0.4)7 = 0.0433               

  
 :(2الطلب )  

P[X ≥ 8] = p[x = 8] + p[x = 9] + p[x = 10] =  

(10
8

)(0.6)8(0.4)2 + (10
9

)(0.6)9(0.4) + (10
10

)(0.6)10(0.4)0  

=0.1209 + 0.0403 + 0.006 = 0.1672 

 (:3) الطلب

P[2 ≤ x ≤ 5] = p[x = 2] + p[x = 3] + p[x = 4] + p[x = 5]  

=0.0106+0.0423+0.1050+0.2007 =0.3586 

 (:4الطلب )

P[X = 6] = (10
6

)(0.6)6(0.4)4 = (210)(0.6)6(0.4)4 = 0.251  

،  0.80ظهر دواء جديد لمعالجة سرطان الدم، معدل نجاحه  (:32.3مثال)
 الدم. المطلوب احسب احتمال : بسرطانمريضا   15أعطي هذا الدواء لـ 

  مريضا  منهم . 12شفاء  (.

 مريضا  منهم على الأقل. 12شفاء  (0

 الحل:
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 15لدينا هنا تجربة ثنائية )شفاء المريض أو عدم شفائه( ومكرره تكرار مستقل 
نْ ثَم  و مرة.  ، n=15النموذج المدروس يتوزع وفق التوزيع الحداني بالوسطاءمِّ

p=0.80  : أي 

X~b(n = 15 , P = 0.80)  

P[X = K] = (n
k
)𝑃𝐾𝑞𝑛−𝑘 = (15

k
)(0.80)𝐾(0.20)15−𝑘   ;  

𝑘 = 0,1,2, . . ,15  
  :(.الطلب )

P[X = 12] = (15
12

)(0.80)12(0.20)15−12  
=  (15 × 14 × 13 × 12!)/(12)! (15 − 12)! . (0.070)(0.008)  

= (5× 7 × 13) (0.07) (0.008) =0.255 
 (:2الطلب )

P[X ≥ 12] = p[x = 12] + p[x = 13] + p[x = 14] + p[x = 15]  

= (15
12

)(0.80)12(0.20)3 + (15
13

)(0.80)13(0.20)2 +

(15
14

)(0.80)14(0.20) + (15
15

)(0.80)15(0.20)0   
= 0.255 + 0.231 +0.132 +0.035 = 0.653 

اختبر لقاح جديد لتحديد فعاليته في الوقاية من الزكام . وقد أعطي  (:33.3مثال)
بالزكام .  العشرة أشخاص وتم مراقبتهم لفترة سنة ، ووجد أن ثمانية منهم لم يصابو 
. فما  0.5إذا كان احتمال عدم الإصابة بالزكام خلال سنة هو بصورة طبيعية

ح لا يزيد في مقاومة الجسم ألا يصاب ثمانية أو أكثر ، علما  أن اللقااحتمال 
 ؟للبرد

 الحل :
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 .التجربة هنا ثنائية لأن الشخص قد يصاب أو لا يصاب 

أشخاص ( .  10مرات )لأن اللقاح تم تجريبه على  10ومكرره تكرار مستقل 
نْ ثَم  و   وفق التوزيع الحداني بالوسطاء  النموذج المدروس يتوزعمِّ

 

 n=10  ،   p = 0.5  : 

 بالزكام أي : االمتغير الدال على الذين لم يصابو   Xفإذا كان 

X~𝑏(𝑛 = 10 , 𝑃 =
1

2
)  

P[X = K] = (n
k
)𝑃𝐾𝓆𝑛−𝑘 = (10

k
) (

1

2
)

𝐾

(
1

2
)

10−𝑘
=  (10

k
) (

1

2
)

10
 ;  

𝑘 = 0,1,2, . . ,10  

P[Xوالمطلوب :  ≥ 8] 

P[X ≥ 8] = 𝑃[𝑋 = 8] + 𝑃[𝑋 = 9] + 𝑃[𝑋 = 10]  

= (10
8

) (
1

2
)

10
+ (10

9
) (

1

2
)

10
+ (10

10
) (

1

2
)

10
 

=(
1

2
)

10
(45 + 10 + 1) = 0.055 

 : يأْتييمكننا أن نثبت ماقاعدة : 

,X1إذا كانت  X2, … , Xn   لتي لكل ن المتغيرات العشوائية المستقلة امتتالية م
𝑌وكان   Pمنها توزيع برنولي بالوسيط  = X1 + X2 + ⋯ + Xn    

 Pو   nالتوزيع الحداني بالوسيطين  Yيكون عندئذ للمتغير العشوائي 
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 توزيع بواسون: 33.1.6.

توزيع  توجد أمثلة نموذجية لمتغيرات عشوائية لها ولو بصورة تقريبية على الأقل
يمثل عدد الأحداث  Xتوزيع بواسون ، فإن  X. إذا كان للمتغير العشوائي بواسون 

 الملحوظة خلال وحدة قياس معينة ، زمنا  كانت أم مسافة أم مساحة أم حجما .
 مثلة التي يكون فيها للمتغير العشوائي توزيع بواسون.بعض الأ يأْتينقدم فيما 

 العدد العشوائي للجزئيات الصادرة عن مادة مشعة خلال خمس ثوان . -

العدد العشوائي للسيارات الصغيرة التي تصل خلال ساعة محددة من كل يوم  -
 للتزود بالوقود من محطة معينة.

مقسم إحدى الشركات خلال  العدد العشوائي للمكالمات الهاتفية التي تصل إلى -
 ربع الساعة الأولى من ساعة محددة.

العدد العشوائي للبذور الملقحة التي لم تنبت من عبوة تحوي عددا  محددا  من  -
 بذرة(. 100البذور ) وليكن 

سعاف التي يستقبلها مشفى معين خلال ساعة العدد العشوائي لحالات الإ -
 محددة من الصباح.

للولادات التي تحصل خلال الأسبوع الأول من كل شهر في العدد العشوائي  -
 مشفى معين .

العدد العشوائي لحوادث المرور في مدينة معينة خلال يوم ماطر . والأمثلة  -
 كثيرة.

μ)  توزيع بواسون بالوسيط Xنقول إنّ للمتغير العشوائي  تعريف: > 0) μ   

 :تيةدالة الاحتمال الآ X  إذا كان لـ

𝑓(𝑘) = 𝑃(𝑋 = 𝑘) = 𝑒−𝜇.
𝜇

𝐾

𝑘!
 ;    k=0, 1, 2,… 
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 دالة التوزيع الاحتمالي :  X نّ لـإأي 

0                           1                   2                   …  X  

𝑒−𝜇                   𝜇𝑒−𝜇             
1

2
𝜇

2
𝑒−𝜇           …  𝑓𝑋(𝑥)  

∑ حيث : 𝑓(k) = ( k عدد  صحيح)   ،  1 ∀K𝑘 ∶ 𝑓(𝑘) ≥ 0  
 ويمكننا التحقق من أن التوقع الرياضي والتباين:

E(X) =  μ    ;   V(X) = μ  
 (:34.3) مثال

 120إذا كان هناك ف 0.003يصيب مرض نادر الأطفال حديثي الولادة بنسبة 
احتمال أن يكون من بينهم ثلاثة  فما  ولادة حديثة في مشفى معين خلال أسبوع 

وما احتمال أن يصاب منهم واحد على الأقل بهذا  ؟أطفال مصابين بهذا المرض 
 ؟المرض
  الحل :

 التجربة هنا ثنائية )مصاب أو غير مصاب(

نْ ثَم  و مرة  120ومكرره تكرار مستقل  النموذج المدروس يتوزع وفق التوزيع مِّ
صغيرة  pكبيرة و   nكون يو    n=120   ،p=0.003الحداني بالوسطاء 

 فالنموذج سيتبع توزيع بواسون بالوسيط 

0.36 == np = (120)(0.003)μ 
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X~𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(μ = 0.36) ⇔ 𝑃[𝑋 = 𝐾] =
μ

𝐾

𝐾!
𝑒−μ =

(0.36)𝐾

𝐾!
𝑒−0.36  

𝑘 = 0,1,2,3,4, … …                                                     حيث             

 (:     1) الطلب
𝑃[𝑋 = 3]  =  

(0.36)3

3!
𝑒−0.36    =

0.047

6
(0.698)  = 0.005  

 (: 2) الطلب

𝑃[𝑋 ≥ 1] = 1 − 𝑃[𝑋 = 0] = 1 −  
(0.36)0

0!
𝑒−0.36  

= 1 − 𝑒−0.36 = 1 − 0.698 = 0.302             

 (:35.3مثال )

إذا كان معدل عدد الولادات في مشفى دار التوليد هو ثلاث ولادات كل ساعة 
 والمطلوب:

 معينة؟ الة ولادة واحدة خلال ساعة. ما احتمال أن تكون هناك ح1

 . ما احتمال أن تكون هناك أربع ولادات على الأكثر خلال ساعة معينة.2

 الحل:
هنا يتوزع وفق التوزيع  Xيدل على عدد الولادات خلال ساعة فإن  Xإذا كان 

 .μ= 3 البواسوني بالوسيط 

X~𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(μ = 3) ⇔ 𝑃[𝑋 = 𝐾] =
μ

𝐾

𝐾!
𝑒−μ  
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𝑘حيث                      = 0,1,2,3,4, … ….                                      

 (:1الطلب )

P[𝑋 = 1] =
μ

1

1!
𝑒−μ =

3

1
𝑒−3 = 0.149  

 (:2الطلب )

P[X ≤ 4] = ∑ P[X = K] = ∑
3𝐾

𝐾!
𝑒−34

𝐾=0
4
𝐾=0   

= 𝑒−3 [
30

0!
+

31

1!
+

32

2!
+

33

3!
] = 0.82 

 تقريب التوزيع الثنائي بتوزيع بواسون: 34.1.6.

 n    )الثنائي( بالوسطاءوزيع الحداني توزع وفق التيمتغيرا  عشوائيا   Xإذا كان 

، P   إذا كانتوn  كبيرة و  P صغيرة أي np=μ فإن ا  موجب ا  يبقى ثابت X   عندئذ
 أي: np=μ يتوزع تقريبا  وفق توزيع بواسون بالوسيط

 كما رأينا في المثال قبل السابق:
X~b(n, p) ≈ 𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(μ = np)  

عند حقنه  يِّّئا  سَ  ل  عْ فِّ  د  إذا كان احتمال أن يعاني شخص من رَ (: 36.3مثال)
شخص  2000أوجد احتمال أن يكون من بين ف 0.001بمصل معين هو 
  سيحقنون بالمصل:

 .يِّّئا  سَ  ل  عْ فِّ  د  رَ ثلاثة أشخاص سيعانون 1 .  

 .يِّّئا  سَ  ل  عْ فِّ  د  رَ . أكثر من شخص سيعانون 2

 : الحل 
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عند  يِّّئا  سَ  ل  عْ فِّ  د  رَ المتغير الدال على عدد الأشخاص الذين سيعانون  Xليكن 
 حقنهم بالمصل عندئذ:

 :الطلب الأول
      X~b(n = 2000, p = 0.001) ≈ 𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(μ = np = 2)  

 :الثاني  الطلب

P[X = 3] =
μ

K

K!
e−μ =

23

3!
e−2 = 0.19  

𝑃[𝑋 ≥ 2] = 1 − 𝑃[𝑋 ≤ 1]  

  = 1 − 𝑃[𝑋 = 1] − 𝑃[𝑋 = 0] 

=1 −
2

1!
𝑒−2 −

20

0!
𝑒−2 

=1−0.271 − 0.135 = 0.594 

 الشهيرة :بعض التوزيعات المستمرة  32.6.

 التوزيع الأسي:31.2.6.

للتوزيع الأسي أهمية كبيرة في المجال التطبيقي ، إذ يعد نموذجا  مناسبا  لكثير من 
سبيل المثال ، تمثل الأزمان  ىالمسائل التي تواجهنا في حياتنا العملية ، فعل

 :تيةالآ

 الزمن العشوائي لمكالمة هاتفية. -

 هاتفيتين.الزمن العشوائي بين مكالمتين  -

 الزمن العشوائي لصيانة جهاز في ورشة صيانة. -

 لكتروني ) مكثف ، مقاومة ، ...(.إعمر عنصر  -

 الزمن العشوائي لتخديم زبون في مرفق خدماتي . -
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 متغيرات عشوائية لها التوزيع الأسي.

    λالتوزيع الأسي بالوسيط  X نقول إنّ للمتغير العشوائي المستمر :تعريف
(>0λ إذا كان لـ )X  الآتيةالكثافة الاحتمالية: 

𝑓(𝑥) = { λe−λx       ;   𝑥 > 0                     
     0             ;   𝑥 ≤ 0                         

  

 
 

 

 

 

 

 منحني الكثافة )المنحني التكراري( للتوزيع الأسي

 :)دالة التوزيع الاحتمالي)المتجمع 

F(t) = P(X < 𝑡) = {1 − e−λt                  ;     t>0                     

0                   ;  t ≤ 0       
  

 :التوقع الرياضي والتباين 

𝐸(𝑋) =
1

λ
 =μ 

σ2 = V(X) =
1

λ
2  

 

f( 𝑥) 

x 
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 (:37.3مثال)

 عمر صمام كهربائي )بالساعات( له الكثافة الاحتمالية: Xإذا كان 

𝑓(𝑥) = {
0.0001 𝑒−0.0001𝑥            ; 𝑥 ≥ 0           

0                             ; 𝑥 < 0
  

 المطلوب:

 .Xأوجد دالة التوزيع المتجمع لـ  ..

 أوجد العمر الوسطي للصمام. .0

 ساعة. 8000أن يعمر المصباح على الأقل  لأوجد احتما  .3
 :الحل

..  
F(t) = {

1 − e−0.0001𝑡              ;   t>0                        

0                          ; t ≤ 0       
   

0.  
𝐸(𝑋) =

1

λ
=

1

0.0001
= 1000ℎ=μ 

 

𝑃(𝑋 > 8000) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 8000)  

=1 − 𝐹(8000) = 1 − [1 − 𝑒−0.8] = 𝑒−0.8 ≈ 0.449 
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 المحاضرة السابعة

 التوزيع الطبيعي : 3:2.2.6.

في  مهمةيعد التوزيع الطبيعي من أهم التوزيعات الاحتمالية لما له من تطبيقات 
 يستخدم هذا التوزيع في كثير من المسائل التطبيقية . إذمجال الإحصاء، 

نلحظ أن  إذ. يستخدم التوزيع الطبيعي في وصف كثير من المتغيرات العشوائية 1
لخ( التي نواجهها في عشوائية )من أطوال ، أوزان ، ...إعددا  كبيرا  من المتغيرات ال

أو منحني تكرار ، له تقريبا  شكل الجرس ، أو حياتنا العامة  لها منحني كثافة ، 
له بصورة تقريبية شكل منحني التكرار الطبيعي ،  كما نعبر عن ذلك إحصائيا ،

 أو شكل التوزيع الطبيعي.

مجموعة قياسات لها شكل التوزيع الطبيعي فإن  إذا كان منحني تكرار )كثافة(
 ل المتوسط أو قريبة منها.معظم القياسات تتركز حول القيمة الحقيقية التي تشك

 . يعتبر التوزيع الطبيعي تقريبا  جيدا   و مفيدا  بكثير من التوزيعات الاحتمالية.2

ي. 3  ا  ، بل يعد حجر الزاوية في الاستدلال الإحصائي.همّ مدورا   يؤدِّّ

 تعريف:

σو  μالتوزيع الطبيعي بالوسيطين  Xن للمتغير العشوائي إِّ نقول 
ونعبر عن  2

X~N(μذلك بالرمز  , σ
2

 إذا كانت كثافته الاحتمالية:  (

𝑓(𝑥) =  
1

𝜎.√2𝜋
𝑒−

1

2
( 

𝑥−𝜇

𝜎
)2

      ;  −∞ < 𝑥 < +∞  

σ > 0   ;  −∞ < 𝜇 < +∞  
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 ينتج من تعريف هذه الكثافة :

𝑥أنها تبلغ قيمتها العظمى عند  - = μ  1وتساوي هذه القيمة العظمى

𝜎.√2𝜋
. 

𝑥المنحني البياني لهذه الكثافة متناظر بالنسبة للمستقيم  - = 𝜇 

→عندما  -   ∓∞ 𝑥  ّفإن𝑓(𝑥) = 0 

 𝜇لمتوسط ووسط ومنوال التوزيع الطبيعي القيمة نفسها  -

 المنحني البياني لهذه الكثافة له الشكل : -

 

1 μ>0 

 

 

 

 
 

 

 

 الرياضي والتباين :التوقع  -

𝑥 𝜇 𝜇 < 0 
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E(X) = μ          , V(X) = σ2  

 𝑋 هما التوقع الرياضي والتباين لـ 𝜎2و     𝜇أي أن وسيطي التوزيع الطبيعي 
 على الترتيب.

 
 دالة التوزيع :

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

−∞
dt =

1

𝜎.√2𝜋
∫ 𝑒

−1

2
(

𝑡−𝜇

σ
)2

𝑑𝑡
𝑥

−∞
  

 :تيوهي تساوي القسم المظلل في الشكل الآ

𝑃(Xوهي تمثل  ≤ 𝑥)  

 
𝐹(μ )من الواضح  =

1

2
 )لماذا ؟( 

 دالة الكثافة ودالة التوزيع المعيارية: 32.2.6.

التوزيع الطبيعي المعياري إذا كان   𝑍نقول إنّ للمتغير العشوائي  تعريف:
𝑍 ~𝑁(0,1) أي إذا كان لـ ،𝑍 ةالكثافة الاحتمالي: 

𝑓(𝑥) =
1

√2π
 𝑒−

1

2
𝑥2

                   ;  −∞ < 𝑥 < +∞   
 

𝜇 𝑥 

F( 𝑋) 
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نْ ثَم  و   دالة التوزيع:مِّ
𝐹(𝑥) =

1

√2π
 ∫ 𝑒−

1

2
𝑡2

 𝑑𝑡
𝑥

−∞
  

ولدالة  𝑓(𝑥)بدلا  من  φ( 𝑥)سنرمز لدالة الكثافة الاحتمالية في هذه الحالة بـ 
 . 𝐹(𝑥)بدلا   Φ( 𝑥)التوزيع بـ 

 𝛷(𝑥 )ودالة توزيعه  φ( 𝑥)فإن كثافته  𝑍 ~𝑁(0,1)أي إذا كان 

 

 

 

 
 

Φ(− 𝑧) التمثيل البياني لكثافة التوزيع الطبيعي المعياري)بسبب التناظر() = 1 − 𝜙(𝑧) ) 

 

 

 

 

 

 

 ϕ(z) والمساحة المظللةمنحني كثافة التوزيع الطبيعي المعياري 

𝑃(𝑍الاحتمال  Φ( 𝑧)تمثل المساحة المظللة  ≤ 𝑧)  ومن الواضح أن
1

2
=Φ( 0) 

𝑦  

𝑥  0  𝑥  

ΦΦ( 𝑥)  

 

ΦΦ(𝑧)  

 𝑧  𝜇 = 0  − 𝑧  𝑥  

Φ( 𝑥)  

ΦΦ(−𝑧)
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وقد ، إنّ حساب قيم دالة التوزيع للمتغير الطبيعي المعياري غير ممكنة تحليلا  
𝑥من عند النقطة 𝑡من أجل قيم  ϕ( t)أعدّ جدول يعطي قيم دالة التوزيع  = 0  

𝑥حتى النقطة  =  بين كل قيمة والقيمة التي تليها. 0.01بفاصل   3.5

 جدول التوزيع الطبيعي المعياري وطريقة استخدامه: -

 0.01ابتداء  من الصفر وبفاصل  Φ( 𝑧)إنّ هذه الجدول يعطي قيم دالة التوزيع 
  0.1وبفاصل 3.4− ابتداء  من  𝑧بين كل قيمة والقيمة التي تليها . وقد وضعت 

في السطر   𝑧في العمود الأيسر، ووضعت المنزلة العشرية الثانية من قيمة
، ومقابل كل قيمة في العمود الأيسر هناك سطر يمكن تسميته بهذه القيمة الرأسي

وتحت كل قيمة من قيم المنزلة العشرية الثانية هناك عمود يمكن تسميته بالقيمة 
فقد وضعت في صلب  Φ( 𝑧)التي تقع فوقه. أما قيم المساحات ، أي قيم الدالة 

 الجدول وكل منها ملتقى سطر مع عمود.

 :(38.3) مثال
𝑃(𝑍أوجد  𝑍 ~𝑁(0,1)إذا كان  < 𝑃(1و  (2.56 < 𝑍 < و  (1.33

𝑃(𝑍 > 𝑃(𝑍و  (1.84 < −1.36) 
 الحل :

𝑃(𝑍إنّ  < 2.56) = Φ( 2.56)     و باستخدام جدول التوزيع الطبيعي نجد
  0.9948هي   0.06والعمود  2.5عند ملتقى السطر  Φ( 𝑧)أنّ قيمة 

 بأسلوب مشابه نجد:

P(1 < 𝑍 < 1.33) = P(Z < 1.33) − P(Z ≤ 1) =  Φ( 1.33) − Φ(1)  
                                 =  0.9082 − 0.8413 = 0.0669     

 وكذلك نجد:
P(Z > 1.84) = 1 − P(Z ≤ 1.84) = 1 − ϕ(1.84)  
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= 1 − 0.9671 = 0.0329  
P(Z < −1.36) = ϕ(1.36) = 0.0869  

يمكن استخدام جدول دالة التوزيع الطبيعي بشكل عكسي كما في  ملاحظة:
 :تيينالمثالين الآ

 : (93.9)مثال 
𝑃(𝑍 وكان لدينا 𝑍 ~𝑁(0,1)إذا كان  < 𝑎) = فإننا نبحث عن  0.8289

،  8180والعمود  810، وسنجد بأنّ هذه القيمة تقع عند السطر  0.8289القيمة 
𝑎أي :  8100هي  𝑎إذن قيمة  = 0.95 

 ( :40.3مثال )
 حيث cو   𝑎، أوجد قيمة الثابتين الحقيقيين  𝑍 ~𝑁(0,1)إذا كان 

 𝑃(𝑍 < 𝑎) = 𝑃(𝑍 و  0.5 < 𝑐) = 0.2061 
 الحل:

𝑃(𝑍إنّ  < 𝑎) = نْ ثَم  و  Φ( 𝑎)=0.5يعني  0.5 𝑎  مِّ = 0 
P(Zأما  < 𝑐) = Φ( 𝑐)  يعني أن   0.2061 = ، ولو حاولنا  0.2061

 أن: لوجدناداخل جدول التوزيع الطبيعي المعياري  0.2061البحث عن القيمة 

𝑐 = −0.82  

 جداً: مهمّةمبرهنات  33.2.6.
 (:1مبرهنة)

,𝑁(𝜇التوزيع الطبيعي  xإذا كان لـ  𝜎2)  فإنه يكون للمتغير العشوائي𝑍 =
𝑋−𝜇

𝜎
 التوزيع الطبيعي المعياري ، أي: 

𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2) ⇒ 𝑍 =
𝑋−𝜇

𝜎
~𝑁(0,1)  
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 ملاحظة:
أي الاحتمالات المتعلقة  Φ(𝑧 )في الأمثلة السابقة طريقة إيجاد قيم الدالة  نّالقد بَيّ 

والآن لنبين طريقة إيجاد الاحتمالات المتعلقة  𝑧بالمتغير الطبيعي المعياري 
,𝑁(𝜇الذي يتوزع وفق التوزيع الطبيعي  Xبالمتغير العشوائي  𝜎2)  ولكي نتمكن

وعند  𝜎2و  μيجب معرفة قيمتي الوسيطين  Xمن حساب الاحتمالات المتعلقة بـ 
 . Xنقوم بمعايرة  ن يصبح الأمر في غاية السهولة إذمعرفتنا للوسيطي

𝑍        تب :أي نك =
𝑋−𝜇

𝜎
 

ثم  ، 𝑧إلى عبارة احتمالية مكافئة بدلالة  Xثم نحوّل العبارة الاحتمالية المتعلقة بـ 
على طريقة  قبل قليلنعود إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري الذي تدربنا 

 استخدامه.

 ( : 41.3مثال)
 قيمة الاحتمال:أوجد ف.  N(50,100)متغيرا  عشوائيا  له التوزيع  Xإذا كان 

P[42 < 𝑋 < 55]  
 الحل:

𝑍 ونفرض Xنقوم بمعايرة المتغير العشوائي  =
𝑋−𝜇

𝜎
 ينالمقابلت 𝑍ثم نعين قيمتي  

𝑥1للقيمتين  = 𝑥2و  42 = 55 
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𝑧1 =

𝑥1−𝜇

𝜎
=

42−50

10
= −0.8  

𝑧2 =
𝑥2−𝜇

𝜎
=

55−50

10
= 0.5  

نْ ثَم  و   يكون : مِّ

P[42 < 𝑋 < 55] = P[−0.8 < 𝑍 < 0.5]  
= P[Z < 0.5] −  P[Z < −0.8] = 0.6915 − 0.2119 = 0.4796  

 (:42.3مثال )
بحيث يكون  xقيمة  أوجدف 𝑁(10,16)عشوائيا  له التوزيع  تغيرا  مت Xإذا كان 

P[X < 𝑥] = 0.9980 
 الحل:

𝑍ونفرض :                    xنقوم بمعايرة  =
𝑋−𝜇

𝜎
 

𝑧فهي :  xالموافقة لـ  𝑧أما قيمة  =
𝑥−𝜇

𝜎
 

P[Xبحيث يكون :  𝑧ثم نعين  < 𝑥] = P[Z < 𝑧] = 0.9980 

الموافقة للقيمة  𝑧أن قيمة  لوجدناولوعدنا إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري 
𝑧هي  0.9980 = 2.88  
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𝑧من العلاقة:  xثم نعين  =
𝑥−𝜇

𝜎
=

𝑥−10

4
= 2.88 

𝑥      ومنه نجد :       = 4(2.88) + 10 = 21.51 

μعشوائيا  طبيعيا  متوسطه  غيرا  مت Xإذا كان  (:43.3مثال) = وانحرافه   40
σالمعياري  =  أوجد قيمة: 6

𝑎    .1  من المساحة تحت منحني تابع الكثافة. %45التي يقع على يسارها 

𝑏   .  من المساحة تحت منحني تابع الكثافة. 14%التي يقع على يمينها  2

 الحل:
 بحيث يكون : 𝑎لنعين قيمة  (1

F(𝑎) = 𝑃[𝑋 < 𝑎] = 0.45  

 وبالتحويل للطبيعي المعياري نجد :

𝑃 [
𝑋−𝜇

𝜎
<

𝛼−40

6
] = 𝑃[𝑍 < 𝑧] = 0.45  

𝑧                             حيث: =
𝛼−40

6
 

 

 الموافقة للقيمة 𝑧ومن جدول التوزيع الطبيعي المعياري نجد قيمة 
𝑧هي  0.45  =  ومنه فإن : 0.13−

𝛼 = 6(𝑧) + 40 = 6(−0.13) + 40 = 39.22  

 بحيث يكون :  𝑏نعين قيمة  (2

𝑃[𝑋 > 𝑏] = 0.14  
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 ومنه : 
𝑃[𝑋 < 𝑏] = 1 − 0.14 = 0.86  

 وبالتحويل للطبيعي المعياري نجد :

P [
X−μ

σ
<

b−40

6
] = P[Z < 𝑧] = 0.86  

 حيث: 
𝑧 =

𝑏−40

6
  

𝑧هي  0.86الموافقة للقيمة  𝑧ومن جدول التوزيع الطبيعي المعياري نجد قيمة  =

 ومنه فإن : 1.08

𝑧 = 1.86 =
𝑏−40

6
⇒ 𝑏 = 46.48  

 
 :(44.3) مثال

عشوائي يخضع للتوزيع الطبيعي بمتوسط إذا فرضنا أن طول الشخص متغير 
μ = 175 𝑐. 𝑚  وانحراف معياريσ = 7.5 𝑐. 𝑚 كيف يحدد مهندس ارتفاع ف

من  %2أبواب الغرف في منزل يقوم بتصميمه بحيث لا يضطر أكثر من 
 الأشخاص إلى تخفيض رؤوسهم عند الدخول وعند الخروج . 



132 
 

 الحل:
 على طول الشخص فإن: X إذا دل 

𝑋~𝑁(175,56.25)  

.𝑎 𝑐فإذا فرضنا أن ارتفاع الباب هو  𝑚   فيكون المطلوب تحديد قيمة𝑎  بحيث
 يكون:    

𝑃(𝑋 > 𝑎) ≤ 0.02  

 ولكن :
P(X > 𝑎) = 1 − P(X < 𝑎)  
= 1 −  Φ (

𝑎−175

7.5
) ≤ 0.02  

نْ ثَم  و   بحيث يكون :  𝑎نعين مِّ

Φ (
𝑎−175

7.5
) ≥ 0.98  

 :ولكن من جدول التوزيع الطبيعي المعياري نجد
0.98 = Φ(2.06)  

Φبحيث يكون :  aإذن نعين  (
𝑎−175

7.5
) ≥ Φ(2.06)     

 (Φ دالة  متزايدة ) 
𝑎−175

7.5
≥ 2.06                          ⇒ 

⇒  𝑎 ≥ 190.45 𝑐. 𝑚  
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 (:45.3) مثال

. أونزة 2.3بانحراف معياري  أونزة 19.3في بستان للبرتقال متوسط وزن الثمرة 
 يتبع التوزيع الطبيعي ، احسب:  Xمفترضا  أنّ وزن الثمرة متغير عشوائي

 .ةأون 18نسبة الثمار التي يقل وزنها عن  -أ

 .ةأونز  20سبة الثمار التي لا يقل وزنها عن ن -ب

 .ةأونز  20.5و   18.5نسبة الثمار التي يتراوح وزنها بين  -ت
 من الثمار.  15%الوزن الذي سيقل عنه  -ث
 من الثمار. 25الوزن الذي سيزيد عليه % -ج

 الحل:

P[X -أ < 18] = P [
X−μ

σ
<

18−19.3

2.3
] = P[Z <  

−1.3

2.3
]                   

                         = 𝑃[𝑍 <  −0.57] = 0.2843   

𝑃[X                  -ب ≥ 20] = 𝑃 [
𝑋−𝜇

𝜎
≥

20−19.3

2.3
] = 𝑃 [𝑍 ≥  

0.7

2.3
] 

                            = 𝑃[𝑍 ≥  0.30] 

= 1 − 𝑃[𝑍 <  0.30] = 1 − 0.6179 = 0.3821  

 .38.21% أونزة 20يقل وزنها عن  نّ نسبة الثمار التي لاأي إ

  -ت
𝑃[18.5 < 𝑋 < 20.5] = 𝑃 [

18.5−19.3

2.3
<

𝑋−𝜇

𝜎
<

20.5−19.3

2.3
]  

= 𝑃(−0.35 < 𝑍 < 0.52) = 𝑃[Z < 0.52] − 𝑃[Z < −0.35]  
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= 0.6985 − 0.3632 = 0.3353  

 %33.35هي  أونزة 20.5و  18.5ن نسبة الثمار التي يتراوح وزنها بين إأي 

 فيكون:  𝑎من الثمار هو  15%بفرض أنّ الوزن الذي سيقل عنه   -ث

𝑃[X < 𝑎] = 0.15 ⇒ 𝑃 [
𝑋−𝜇

𝜎
<

𝑎−19.3

2.3
] = 0.15  

⇒ Φ (
𝑎−19.3

2.3
) = 0.15 ⇔

𝑎−19.3

2.3
= −1.04  

𝑎 = 19.3 − (2.3)(1.04)  
𝑎 = 16.9 

 . 15% تساوي  ةأونز  16.908عن  وزنها قلينّ نسبة الثمار التي إأي 

 فيكون:  bمن الثمار هو  25بفرض أن الوزن الذي سيزيد عليه % -ج

P[X > 𝑏] = 0.25 ⇔
b−19.3

σ
= 0.67  

b = (2.3)(0.67) + 19.3 = 20.841  

 .25%تساوي   20.841 علىهذا يعني أن نسبة الثمار التي يزيد وزنها 

,X1 إذا كانت (:2مبرهنة ) X2, … , Xn  من المتغيرات العشوائية المستقلةمتتالية ،
,N(μالتي لكل منها التوزيع الطبيعي  σ2) : نفسه ، فإنه يكون للمتغير العشوائي 

Y1 = ∑ Xi = X1 + X2 + ⋯ + Xn
n
i=1   

,N(nμالتوزيع الطبيعي  nσ2)   

V(Y1)لاحظ أن  = nσ2, E(Y1) = nμ 
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Y2 ويكون للمتغير العشوائي  = X ̅=
∑ X𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
,N(μالتوزيع الطبيعي  

σ2

n
 )  

نْ ثَمّ و  ∑ العشوائي للمتغيرفإنه يكون  مِّ 𝑋𝑖−𝑛𝜇𝑛
𝑖=1

√𝑛𝜎
التوزيع الطبيعي المعياري،  

 ويكون للمتغير العشوائي:

𝑍 =
𝑋̅−μ

σ

√n

~N(0,1)  

 .أيضا   التوزيع الطبيعي المعياري أي له 

,X1 نسمي كل متتالية من المتغيرات العشوائية المستقلة  تعريف: X2, … , Xn  
مأخوذة من    𝑛نفسه ، عينة عشوائية حجمها F(𝑥)التوزيع  دالةالتي لكل منها 

 . F(𝑥)المجتمع 

 )على الطالب فهم هذا التعريف بشكل لا لبس فيه(.

 (:46.3مثال)

أنّ أوزان الأشخاص الذين يستخدمون مصعدا  معينا  تتوزع وفق التوزيع بفرض 
 350 ، والحد الأعلى المسموح به لحمولة المصعد هوN(80,100) الطبيعي

 كغ.

بصورة عشوائية يجتمع أربعة أشخاص في المصعد. ما احتمال تجاوز  .أ
 ؟الحمولة القصوى 

تزن ثلاثة أمثال ومعه أمتعة بصورة عشوائية هناك شخص واحد في المصعد  .ب
 ، ما احتمال تجاوز الحمولة القصوى؟وزنه

 :الحل
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,X1بفرض أنّ أوزان الأشخاص الأربعة هي  .أ X2, X3, X4    فتكون هذه
 Xi~N(80,100)   ;      (𝑖=1,2,3,4)الأوزان مستقلة و 

 ويكون الاحتمال المطلوب:

𝑃[𝑋1 + 𝑋2 + X3 + 𝑋4 > 350] = 𝑃(∑ 𝑋𝑖 > 3504
𝑖=1 )  

∑ولكن   Xi~N(320,400)4
𝑖=1 :وبالتالي يمكننا أن نكتب ، 

𝑃(∑ 𝑋𝑖 > 3504
𝑖=1 ) = 𝑃 (

∑ 𝑋𝑖−3204
𝑖=1

20
>

350−320

20
)  

= 𝑃 (𝑍 >
3

2
) = 1 − 𝑃(𝑍 ≤ 1.5) = 1 − Φ(1.5)  

= 1 − 0.9332 = 0.0668  

، ويكون الاحتمال  𝑋 3فيكون وزن الأمتعة  𝑋إذا رمزنا لوزن الشخص بـ  .ب
 المطلوب:

𝑃(4𝑋 > 350) = 𝑃(𝑋 > 87.5) = 𝑃 (
𝑋−𝜇𝑋

𝜎𝑋
>

87.5−80

10
)  

=  𝑃(𝑍 > 0.75) = 1 − Φ(0.75) = 1 − 0.7734 = 0.2266  

 (: 47.3مثال)

وقد بدأ باستقبالهم في الخامسة مساء .  ،عشرون مراجعا   في عيادة أحد الأطباء
نتهي عمله، إذا كان يعلم من خبرته يبأنه س 99%ففي أي ساعة سيكون واثقا  

μالسابقة أن أزمنة مقابلة المرضى تتوزع توزعا  طبيعيا  بتوقع  = دقيقة   10
 دقائق. 3وبانحراف معياري 

 المتغير الدال على أزمنة مقابلة المرضى عندئذ : 𝑋الحل: ليكن 
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X~N(μ = 10, σ2 = 𝑛ومن أجل     (9 =  مريضا  فإن :  20

Y = ∑ Xi~N(nμ, nσ2) = N( (20)(10); (20)(9))n
i=1   

Y~N(200,180)  

 يحتسب: 0.99ثقة  بضا  و يمر  20اللازم لمقابلة   yفلحساب الزمن 

p[Y ≤ y] = 0.99 ⇒ P [
Y−μY

σY
≤

y−μy

σy
] = 0.99  

⇒ p [Z ≤
y−μy

σy
] = 0.99 ⇒

y−μy

σy
=   ( من الجدول ) 2.33

y = (2.33)(σy) + μy = (2.33)(√180) + 200 =   دقيقة 231.23

وستكون نهاية ، دقيقة  51ساعات و  3 :دقيقة وهذا يساوي  231123يلزمه أي 
 العمل في الساعة:

( الساعة الخامسة ) + ( 3 ساعات ) + (51 دقيقة  ) = (  الساعة 8 ) +   (51 دقيقة  )

 ( :𝛔 3)قاعدة الـ  التجريبيةالقاعدة  34.6.

 للتوزيع الطبيعي. σما يعنيه الانحراف المعياري  تيةنبيّن من خلال المبرهنة الآ
,X~N(μ   إذا كان (:3مبرهنة ) σ2) :ّفإن 

1) 𝑃(μ − σ ≤ X ≤ μ + σ) = 0.6826         

μ]ن نسبة القياسات الواقعة  داخل المجال إأي  − σ, μ + σ]   لا تقل عن
 ) يجب توضيح ذلك بشكل دقيق للطلاب من خلال الأمثلة(. 68.28%
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2) 𝑃(μ − 2σ ≤ X ≤ μ + 2σ) = 0.9544              

μ]ن نسبة القياسات الواقعة داخل المجال إأي  − 2σ, μ + 2σ]   لا تقل عن
%95.44 

3     )𝑃(μ − 3σ ≤ X ≤ μ + 3σ) = 0.9974             
μ]ن نسبة القياسات الواقعة داخل المجال أي إ − 3σ, μ + 3σ]   لا تقل عن

%0.9974 

 :الإثبات 
 (:1إثبات ) (1

P(μ − σ ≤ X ≤ μ + σ) = P (−1 ≤
X−μ

σ
≤ +1 )  

= P(−1 ≤ Z ≤ +1)  
= P(Z ≤ +1) − P(Z < −1) =  ϕ(+1) − ϕ(−1)  

= Φ(+1) − [1 − Φ(1)] = 2Φ(1) − 1 = 2(0.8413) − 1  
= 1.6826 − 1 = 0.6826  

 

 .( . ) يترك ذلك تمرينا  للقارئ(3( و)2وبالأسلوب نفسه نثبت صحة )
إنّ استخدام مضمون هذه المبرهنة يصدر لنا قاعدة تجريبية لتحديد كون قياسات 
المجتمع المدروس ) من خلال القيم التي يأخذها متغير عشوائي ما ( هي من 

 Xمجتمع طبيعي أم لا . لأجل ذلك نعد قيم هذا المجتمع هي قيم لمتغير عشوائي 

  𝑥̅هذه القيم ، وليكن  مجهولان ، ثم نحسب متوسط σ2وتباينه  μمتوسطه  
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  𝑠ونعد  𝜇قيمة تقريبية لـ     𝑥̅) نعد   𝑠والانحراف المعياري لهذه القيم وليكن 
 ثم نحسب نسبة القياسات الواقعة ضمن المجالات: σقيمة تقريبية لـ 

[𝑥̅ − s, 𝑥̅ + s] 

𝑥̅]   و                         − 2s, 𝑥̅ + 2s] 

𝑥̅]            و                − 3s, 𝑥̅ + 3s] 

ونقارن هذه النسب مع النسب المعطاة في هذه المبرهنة، فإذا كانت قريبة منها 
بشكل مقبول قلنا : إنّ هذا المجتمع الذي أخذت منه القياسات هو مجتمع طبيعي 

𝜇متوسطه  = 𝑥̅  وتباينه  σ2 =  s2 اختبار كون  وتسمى القاعدة السابقة (
 . 3σالمجتمع طبيعيا ( بقاعدة الـ 

 (:2ملاحظة )

 إنّ المبرهنة السابقة تعني أنّ نسبة القياسات الواقعة خارج المجال
 [μ − 3σ, μ + 3σ]  مما يعني أن نسبة القياسات التي تزيد ،   %0.26هي
μ لىع + 3σ  وأنّ نسبة القياسات التي تقل عن   %0.13 هيμ − 3σ  هي  

𝑥، وذلك بسبب تناظر منحني الكثافة الطبيعية حول المستقيم  0.13% = μ . 

ϕ(3.49)ولو تأملنا في جدول التوزيع الطبيعي المعياري لوجدنا  = 0.9998 
يسمح لنا ، ولو بشكل تقريبي عدّ قيم  امتزايدة )لماذا ؟( ، فهذ Φ(z)بما أنّ الدالة 
Φ(𝑧) = zمن أجل جميع قيم  1 ≥ Φ(𝑧)، وكذلك  3.60 = من أجل  0

zجميع قيم  ≤ 3.60 
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 المحاضرة الثامنة

 مبرهنات النهايات الحدية: 35.6.

,X1( أنّه إذا كانت لدينا عينة عشوائية 2وجدنا من خلال المبرهنة ) X2, … , Xn  
,N(μمن المجتمع الطبيعي  σ2)  فإنّ المتغير العشوائي ) مجموع عناصر هذه ،

,𝑁(𝑛𝜇العينة( له التوزيع الطبيعي  𝑛𝜎2)  نْ ثَمّ و 𝑍يكون للمتغير العشوائي  مِّ =
∑ Xi

n
𝑖=1 −𝑛𝜇

√𝑛𝜎
 . 𝑁(0,1)التوزيع الطبيعي المعياري  

X̅وكذلك فإنّه يكون للمتغير العشوائي  =
∑ Xi

n
𝑖=1

n
)المتوسط الحسابي لعناصر  

,𝑁(𝜇العينة( التوزيع الطبيعي  
σ2

𝑛
نْ ثَمّ و ،  ( 𝑍يكون للمتغير العشوائي  مِّ =

X̅−𝜇
𝜎

√𝑛

وذلك بصرف النظر عن قيمة حجم  𝑁(0,1)التوزيع الطبيعي المعياري  

 . nعينة ال

 ةولحسن الحظ إنّ ما سبق ذكره يبقى صحيحا  من أجل أي عينة عشوائي
𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋n   مأخوذة من أي مجتمع ، بشرط أن يكون حجم العينة𝑛   كبيرا

 دون برهان. ابالقدر الكافي، وهذه ما تفيد به مبرهنة النهاية المركزية التي سنقبله

 (:مبرهنة النهاية المركزية:4مبرهنة )
,X1إذا كانت  X2, … , Xn  عينة من مجتمعF(t)  متوسطهμ وتباينهσ2  

(σ2 ≠ Yفإنّ توزيع المتغير العشوائي  ،(0 = ∑ Xi
n
𝑖=1  يتقارب من التوزيع

,𝑁(𝑛𝜇الطبيعي  𝑛𝜎2) . 
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X̅كذلك الأمر فإنّ توزيع  =
∑ Xi

n
𝑖=1

n
,𝑁(μيتقرب من التوزيع الطبيعي  

σ2

𝑛
) 

 فإنّ توزيع : ونتيجة لهذه المبرهنة ،

 
∑ Xi

n
𝑖=1 −𝑛𝜇

√𝑛𝜎
 . 𝑁(0,1)يتقارب من التوزيع الطبيعي المعياري    

 
X̅−𝜇

𝜎

√𝑛

 . 𝑁(0,1)يتقارب من التوزيع الطبيعي المعياري       

 الكبيرة. 𝑛وذلك من أجل قيم 
تبيّن هذه المبرهنة مدى نزوع مجموع عناصر عينة إلى التوزيع الطبيعي. والسؤال 

حتى يصبح التقريب  𝑛الذي يطرح نفسه هو : كم يجب أن يكون حجم العينة 
 برهنة تقريبا  جديا  من وجهة النظر العملية.مالناشئ عن تطبيق هذه ال

 عالسؤال، ويتعلق الأمر بالمجتمسوء الحظ لا يوجد جواب عام ومحدد تماما  لهذه ل
خوذ ما كانت درجة التناظر كبيرة في توزيع المجتمع المألالمأخوذ منه العينة. فك

𝑛لحظ أنّه من أجل أكثر. ويُ  منه العينة كان التقريب جيدا   ≥ ، فإنّ التقريب  30
 وذلك مهما يكن المجتمع المأخوذ منه العينة.، يكون جيدا  

 (: 48.3مثال)
,X2,…, Xnإذا كان  … X1,  متتالية من المتغيرات العشوائية المستقلة التي لكل

𝜆منها التوزيع البواسوني بوسيط  = 2 
Y100 فإذا كان : = X1 + X2 + ⋯ + X100 

𝑃(190    أوجد: ف < 𝑌100 < 210) 

  الحل:
 نعلم أن :  5من المبرهنة 

E(Xi) = V(Xi) = λ = 2           (i = 1,2, … . )  
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 تقريبا  التوزيع: 𝑌100وحسب مبرهنة النهاية المركزية فإن المتغير العشوائي 
  N(100μ, 100σ2)   أي التوزيعN(200,200) 

P(190                                       ويكون : < Y100 < 210) 

           = P (
190−200 

10√2
<

190−200 

10√2
<

200−210 

10√2
)   

          = P(−0.707 < 𝑍 < 0.707) = 2ϕ(0.707) − 1 ≅ 0.52  
 تقريب التوزيع الثنائي بالتوزيع الطبيعي: 36.6.

قمنا فيما سبق بعدة تطبيقات للتوزيع الثنائي اقتضت جميعها حساب احتمال أن 
تكرارا  ، قيمة معينة أو أن يقع ضمن  𝑛وهو عدد النجاحات من بين  Xيأخذ 

وذلك بسبب ، صغيرة  𝑛وقد اقتصرنا التطبيقات على أمثلة تكون ، مجال معين 
ية حلا  لهذه المشكلة، مبرهنة النهاية المركز  ،كبيرة وتقدم   𝑛مشقة الحسابات عندما

تكرارا   𝑛عند تكرار التجربة البرنولية  Xذلك لأنه يمكن النظر إلى عدد النجاحات 
متغيرا  مستقلا ولكل منها التوزيع البرنولي بوسيط    𝑛مستقلا  على أنه مجموع لـ 

p. 
  pو   nمتغيرا  عشوائيا  له التوزيع الثنائي بوسيطين   Xلحظ أنه إذا كان وهكذا ن

X    فإن : = ∑ Xi
n
i=1 

ووفقا    pمتغيرات عشوائية برنولية لكل منها الوسيط  ,X2,…, Xn X1حيث 
كبيرة كفاية التوزيع   nفي حالة  xلنظرية النهاية المركزية يكون التوزيع التقريبي لـ 

وهكذا يمكننا من جديد استخدام جدول .  npqوتباين  npالطبيعي بمتوسط 
 ،الحداني يالتوزيع الطبيعي المعياري لحساب احتمالات تتعلق بالمتغير العشوائ
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ولكن بصورة تقريبية والقاعدة العملية لهذا التقريب تقتضي بأن يتحقق الشرطان 
 :لآتيانا

𝑛𝑞 ≥ 5     ,            𝑛p ≥ 5  
 وعندها يكون :

P(x1 ≤ X ≤ x2) = P(x1 −
1

2
≤ Y ≤ x2 +

1

2
)  

,𝑌~𝑁(𝑛pحيث :                           npq ) 

لأننا نقوم بتقريب توزيع منفصل بتوزيع  Yوقد قمنا بتعديل طرفي مجال تحولات  
مستمر والتعديل الذي أجريناه تبين أنه يحسن التقريب كثيرا  وتسمى إضافة أو 

1طرح 

2
 عملية تصحيح من أجل الاستمرار. 

 (:49.3مثال)
ضد الزكام ، وقد أعطي اللقاح لمئة شخص ، وتم مراقبتهم  تم اختبار لقاح  جديد  

منهم من الإصابة بالزكام،  68من جهة إصابتهم بالزكام لمدة عام ، ولقد نجا 
ولنفترض أننا نعلم من معلومات سابقة أن احتمال عدم الإصابة بالزكام هو 

 والمطلوب: 0.50بصورة طبيعية وبدون استخدام اللقاح 
 نتائج يمكن استخلاصها من هذه التجربة حول فعالية اللقاح؟ أيّ 

  الحل:
𝑃 أو أكثر من الإصابة بالزكام تحت الفرض أن 68لنحسب احتمال نجاة  =

0.5   

المتغير الدال على عدد الذين نجوا من الإصابة بالزكام خلال العام  Xفإذا كان 
 عندئذ:
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   X~b (n = 100; p =
1

2
) ≈ N(μ = np; σ2 = npq)    

μ :                                     حيث: = np = (100) (
1

2
) = 50 

σ2 = npq = (100) (
1

2
) . (

1

2
) = 25  

X~N(μ                                        ومنه : = 50; σ2 = 25)               

P[X ≥ 68] = P[X ≥ 68 − 0.5] = P[X ≥ 67.5]  

P [
X−μ

σ
≥

67.5−μ

σ
] = P[Z ≥

67.5−50

5
]  

= P[Z ≥ 3.5] = 1 − P[Z ≤ 3.5] = 1 − 0.9998 = 0.0002  
 تدل على الاعتراف بفعالية اللقاح في الوقاية من الزكام. النتيجة

 
 

تدعي شركة لصنع الأدوية بأن أحد الأدوية التي تنتجها تؤدي إلى  (:50.3مثال)
دعاء أخذت عينة من المرضى الذين يعالجون به ، ولاختيار هذا الا 80%شفاء 

واتخذ القرار بقبول هذا الادعاء إذا شفي  ، وعولجوا بهذا الدواء، مريض  100من 
 مريضا  أو أكثر.  75منهم 

 والمطلوب:
دعاء الشركة إذا كان احتمال الشفاء باستخدام هذا الدواء احتمال رفض ا. ما 1

 ؟فعلا   0.80هو 

 ؟ 0.70دعاء الشركة إذا كان احتمال الشفاء لا يتجاوز ا. ما احتمال قبول 2

 :الحل
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نائية )شفاء أو عدم شفاء( يتبع التوزيع الثنائي كون التجربة ثالنموذج المدروس 
 مرة.  n=100 مستقلا   ا  تكرار  ومكررة 

 هم نتيجة استخدام هذا الدواء فإن:عدد المرضى الذين تم شفاؤ  Xوإذا كان 
 (:1الطلب )

X~b(n = 100; P = 0.80) ≈ N(μ = np; σ2 = npq)  
μ = np = (100)(0.80) = 80  

σ2 = npq = (100)(0.80). (0.2) = 16  

X                             ومنه : ≈ N(μ = 80; σ2 = 16) 

 كبيرة.   nحيث تم اعتماد التقريب الطبيعي للتوزيع الثنائي لأن 
P[X < 75] = P[X < 74.5] = P [

X−μ

σ
<

74.5−80

4
]  

= P[Z < −1.38] = 0.0853  
 وهو احتمال رفض ادعاء الشركة.

 دعاء الشركة يجب أن نحسب:ا(: من أجل قبول 2الطلب )
μ = np = (100)(0.7) = 70  

σ2 = npq = (100)(0.70). (0.30) = 21  
σ = √21 = 4.58  

P[X ≥ 75] = P[X ≥ 74.5] = P [
X−μ

σ
≥

74.5−70

4.58
]  

= P[Z ≥ −0.982] = 1 − P[Z ≤ 0.982]  
= 1 − 0.8365 = 0.1635 

 وهو احتمال قبول ادعاء الشركة.
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 تمارين غير محلولة )للقسم العملي(:  7.3

دخنين يصابون بسرطان من الم 40% . تدل الإحصائيات الطبية على أنه1
احتمال ما و  ؟أشخاص  10من المرضى من  4فما احتمال أن يصاب  .الرئة

 ؟على الأقل 3إصابة 

من منازلها مؤمن ضد الحريق ، اختير أربعة  60منطقة ريفية يعتقد بأنّ 2%. 
منهم ضد الحريق ، اكتب  Xمالكي منازل ريفية من المنطقة عشوائيا  وقد أمن 

 .Xجدول التوزيع الاحتمالي لـ 

 ؟وا بيوتهم ضد الحريقنأن يكون ثلاثة منهم على الأقل قد أم وما احتمال  

لنفترض أن المحركات الأربعة لطائرة تجارية مصممة بحيث تعمل مستقلة عن  3.
 . 0.01بعض ، واحتمال عطل أي منها والطائرة في الجو هو عن بعضها 

 ما احتمال  والمطلوب:   

 ؟عطل. ألا يقع أكثر من 2  ؟. ألا يقع أي عطل 1   

من إنتاجه من  %20في مصنع للأدوية ينتج أكياس مصل معين، إذا كان  .4
أكياس  ةاحسب احتمال أن يكون هناك أربعفهذه الأكياس معيب الصنع ، 

أن يكون هناك احتمال كيس . ثم احسب  100معيبة الصنع في عينة من 
 كيس على الأقل معيب الصنع  ضمن العينة المدروسة.

 .معينة بمعدل حادث واحد لكل يومين. تقع حوادث اصطدام الطرق في منطقة 5
  والمطلوب:
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. حوادث اصطدام 6، 5، 4، 3،  2، 1،  0احسب الاحتمالات الموافقة لـ  -أ
 في الأسبوع في تلك المنطقة.

 ؟ما عدد الاصطدامات الأسبوعية الأكثر احتمالا    -ب

 اصطدامات.كم يوما  في الأسبوع نتوقع أن يمر دون  -ت

  (μ = 7 ×
1

2
=  ؟(3.5

  . إذا كانت نسبة الأشخاص الذين يتوفون بسبب نوع معين من المرض هو 6

وكان عدد الذين أمنوا على حياتهم ضد هذا النوع من المرض هو  0.002
يمثل عدد الأشخاص الذين يتوفون بسبب هذا   Xوبفرض شخص.  1000

 المرض. والمطلوب:

 التأمين لأي منهم.أوجد احتمال ألا تدفع شركة  -أ

 أوجد احتمال أن تدفع الشركة لعدد يتراوح بين شخص واحد وثلاثة أشخاص. -ب

 ؟لاء الأشخاصؤ ما العدد المتوقع الذي ستدفعه شركة التأمين له -ت

 3. إذا كان معدل عدد حوادث المرور في مدينة معينة خلال يوم ماطر هو 7
 حوادث. والمطلوب:

 في هذه المدينة خلال يوم ماطر؟ما احتمال وقوع حادث واحد فقط  -أ

 ثر في هذه المدينة خلال يوم ماطر؟ما احتمال وقوع ثلاثة حوادث على الأك -ب

 له التوزيع الطبيعي X. إذا كان طول الشخص عبارة عن متغير عشوائي 8
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   N(μ = 175, σ2 = كيف يحدد مهندس ارتفاع أبواب الغرف في ف (2(7.5)
من الأشخاص إلى  5%منزل يقوم بتصميمه بحيث لا يضطر أكثر من 

 تخفيض رؤوسهم عند الدخول أو الخروج.

 0.2. إذا كان احتمال أن يصاب مريض القلب بأزمة قلبية أثناء المعالجة هو 9
 وب:المطلالظروف الصحية نفسها فمرضى يعانون  10فإذا كان لدينا 

 مرضى بأزمة قلبية أثناء العلاج؟ 6ما احتمال إصابة  -أ

 ما العدد المتوقع من هؤلاء المرضى أن يصاب بأزمة قلبية أثناء العلاج؟ -ب

. إذا كانت أعمار أحدث المصابيح تتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط 10
 سنوات وانحراف معياري يساوي سنة واحدة. 5يساوي 

  من هذه المصابيح في   n=9احسب احتمال أن يقع متوسط عينة حجمها    
 [5.2 ,4.4]المجال  

1. بافتراض أن احتمال الحصول على طفل أزرق العينين هو 11

3
، فإذا كان في  

 أطفال . المطلوب: 6الأسرة 
 ما احتمال عدم الحصول على طفل أزرق العينين؟ -أ

 قاء؟ما احتمال أن نصف الأطفال ذوو عيون زر  -ب

 عيون زرقاء؟ يما احتمال الحصول على طفل واحد على الأقل ذ -ت

 عيون زرقاء؟ ي ما العدد المتوقع للحصول على أطفال ذو  -ث

. إذا كان احتمال وجود شخص يستخدم يده اليسرى في الكتابة في مجتمع ما 12
من ذلك المجتمع  شخص   500تم اختيار عينة عشوائية من الحجم  0.02هو 

 المطلوب:ف
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حسب احتمال وجود ثلاثة أشخاص على الأقل من هؤلاء الأشخاص في ا -أ
 العينة المسحوبة يستخدمون اليد اليسرى في الكتابة.

ما العدد المتوقع والتباين من هؤلاء الأشخاص في العينة المسحوبة للذين  -ب
 ؟يستخدمون اليد اليسرى في الكتابة

.𝑐 165. إن معدل أطوال طلاب جامعة دمشق هو 13 𝑚  بانحراف معياري و
.𝑐 8قدره  𝑚  175والمطلوب: ما نسبة الطلاب الذين تتجاوز أطوالهم 𝑐. 𝑚 ؟ 

طالب نجحوا في امتحان مقرر الإحصاء الحيوي كانت  300. إن درجات 14
 والمطلوب: 10وبانحراف معياري  65تتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط 

 درجة. 80و  70ما عدد الطلاب الذين وقعت درجاتهم بين  -أ

وما أعلى علامة  ؟الأوائل  12%ما أقل علامة حصل عليها طالب من الـ   -ب
 ؟حصل عليها طالب من المجموعة الباقية

مريضا ، وقد بدأ باستقبالهم في الرابعة مساء  ،  15. في عيادة  أحد الأطباء 15
بأنه سينتهي عمله إذا كان يعلم من خبرته  95%ففي أي ساعة سيكون واثقا  

μابقة أن أزمنة مقابلة المرضى تتوزع توزعا  طبيعيا  بتوقع الس = دقيقة   12
 دقائق. 4وبانحراف معياري 
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 المحاضرة التاسعة

 الرابع الفصل

  الفرضيات اختبار و الإحصائي الاستدلال
Statistical Inference and Hypothesis Testing 

 : دوالها و العينة عزوم(  1.4 

 خصائص حول باستقراء القيام هو كعلم الإحصاء هدف إن:  تمهيد( 1.1.4
 مسألة وكل ،المجتمع هذا من مأخوذة عينة على اعتمادا  ( المجتمع) الجمهرة

 اختيار لطريقة أن يخفى لا و،  الملاحظات أو القياسات من بعينة تبدأ إحصائية
 دون  عينة لانتقاء أرجحية هناك يكون  لا عندما و ، الدراسة في حاسما   أثرا   العينة
 في نفسها الإمكانات نفسه الحجم نات ذاتالعي لجميع يكون  عندما أي ، أخرى 

 المميزة القيمة هي للعينة المميزة القيم عد إلى يدفعنا أن ذلك شأن فمن ، السحب
 يوضع ما إن إلى الانتباه يجب و،  العينة منه أخذت الذي(  للجمهرة)  للمجتمع

 مجمل لكن و ، خصائصها ناعيّ  و سحبناها ، واحدة عينة ليس الحسبان في
يال  على نعتمد لا أننا إلا المدروس المجتمع من عليها نحصل نأ يمكن نات التيع 

 سلسلة سياق في عليها نعتمد نماإِّ  و،  بذاته قائم معزول ككيان المعلومات تلك
 ذلك أجل من.  نات الممكنةالعي من وغيرها المدروسة العينة تتضمن متكاملة

 .  التصور هذا مع يتناسب و خرآ بشكل العينة مفهوم نصيغ أن علينا

 رياضية نماذج إلا هي ما توزيعها قوانين و العشوائية المتغيرات أن لاحظنا لقد
 لدراسة تعود إحصائيا   المجتمع دراسة فإن لذلك و ، الإحصائية المجتمعات لدراسة
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 F(𝑥) التوزيع  X ـل كان وإذا،  المجتمع هذا يصف الذي  X العشوائي المتغير
 المميزة القيم عن التعبير يمكن هكذا و،  F(x)  التوزيع للمجتمع نإ القول فيمكن

  X العشوائي للمتغير المميزة القيم بدلالة σ2 تباينه و µ متوسطه مثل للمجتمع
 :  يأتي كما المجتمع هذا يمثل الذي

σ2 = V(X)      ,    µ = E (X)  

 قيم نهاإِّ  القول فيمكن ،خرآ إلى تكرار من تتغير العينة عناصر ن  إِّ  بملاحظة و
 . المدروس المجتمع تمثل مستقلة عشوائية لمتغيرات

,X1 العشوائية المتغيرات من مجموعة عن نقول:  (1.4) تعريف X2  , … , Xn  
 لها و مستقلة كانت إذا X العشوائي للمتغير  nالحجم من عشوائية عينة إنها

 .X قانون  جميعا  
,X1 العشوائية المتغيرات تكون  أخرى  بعبارة و X2  , … , Xn من عشوائية عينة 

 : كان إذا وفقط إذا X العشوائي للمتغير  n الحجم

(1.4)              𝑓 (𝑋1, 𝑋2  , … , 𝑋n) =  ∏ 𝑓𝑥
𝑛 
𝑖=1 (𝑋𝑖  ) 

 ومن أجل متغيرات متقطعة أو مستمرة.

 : الإحصاءات( 2.1.4

 مجهولة بوسطاء تتعلق لا عشوائية عينة في دالة كل ندعو: (2.4) تعريف
,X1 كانت فإذا )إحصائية(، إحصاء   X2  , … , Xn من عشوائية عينة X  فإن 

  :الدوال

∏ xi
n
i=1،X3 + X4  ،1

n
∑ xi

n
i=1    ،∑ xi

n
i=1 

 . إحصاءات جميعها تكون 
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 : الدوال بينما

∑ (x𝑖 − µ )2n
𝑖=1 ،∏ xi

n
𝑖=1 − σ2 ،∑ xi

2n
𝑖=1 −  µσ 

 ..…و σو σ2و µ مثل مجهولة وسطاء تحوي  لأنها إحصاءات ليست

 .معلومة الوسطاء تكون  عندما إحصاءات وتصبح
 متغير إلا هو ما العشوائية العينة في دالة هو الذي الإحصاء نأَ  الواضح ومن

نْ ثَمّ و  ،نات العي بتغير قيمته تتغير عشوائي  بوساطة يتعين احتمالي توزيع فلهمِّ
 . لها دالة هو الذي العشوائية للعينة التوزيع دالة

,X1 كانت إذا :العينة متوسط( 3.4)تعريف X2  , … , Xn من عشوائية عينة 
 :الإحصاء هو العينة متوسط عندئذ ،X العشوائي للمتغير  n الحجم

𝒙 ̅ =  
∑ 𝐱𝐢   

𝐧
𝐢=𝟏

 𝐧
                   ( 2.4)  

 
,X1 كانت إذا: العينة تباين (4.4) تعريف X2  , … , Xn من عشوائية عينة 
 : بالإحصاء يعرّف العينة تباين عندئذ ، X العشوائي للمتغير  n الحجم

𝒔𝟐 =  
∑ ( 𝒙𝒊− 𝒙 ̅ ) 𝟐𝒏

𝒊=𝟏

𝒏−𝟏 
 =  

𝒏 ∑ 𝒙𝒊
𝟐 –( ∑ 𝒙𝒊 ) 𝒏

𝒊=𝟏
𝟐𝒏

𝒊=𝟏

𝒏 ( 𝒏−𝟏 )
              (𝟑 − 𝟒)  

 : ستيودنت وتوزيع مربع –كاي توزيع( 2.7

، التطبيقي الإحصاء مجال في كبيرة أهمية ستيودنت وتوزيع مربع –كاي لتوزيع إن
نْ ثَمّ و   ذات غاما دالة بتعريف وسنبدأ ، التوزيعين هذين استعراض من بد لا مِّ

 .بهما العلاقة
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 الدالة (:5.7)تعريف
(4.4)Γ ( 𝛼) =  ∫  x𝛼−1   .  𝑒−x    𝑑x                      

∞

0
 

 : لآتيةا الخواص لها حيث، غاما بدالة تدعى

Γ(α) = (α − 1)Γ(α − 1)   ;   Γ(1) = 1  ;   Γ(n) = (n − 1)!  

Γ  (2) = 1      ; Γ  (
1

2
) = √𝜋  

 (: مربع –كاي) توزيع(: 6.4) تعريف( :  1.2.4

 اذا الحرية من درجة( نيو) 𝛾 ـب 𝜘2 التوزيع X المستمر العشوائي متغيرلل نإِّ  نقول
 :  تيةالآ بالعلاقة معطاة الاحتمالية كثافته دالة كانت

fX(𝑥)  =   
1

2
γ

2⁄  .  Γ  ( 
γ

2⁄  )  
 . 𝑥

γ

2
 − 1 . e−

𝑥

2
            ; 𝑥 > 0    ( 5.4)  

  𝑋~𝜘2(γ) ونكتب
 . التوزيع لهذا الوسيط لىع يدل خاص تعبير هنا الحرية درجة و
 قيم أجل من 𝑥2 التوزيع كثافة لدالة البياني التمثيل يعطي(  1.4) الشكل و

 .  𝛾 الحرية لدرجة مختلفة

 

 

 

 

  (441) الشكل

𝛾 = 3 

𝛾 = 15 
𝛾 = 5 

F(𝜘2) 
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 : ( 𝝒𝟐) تربيع –كاي لتوزيع الهامة الخواص بعض( 1

 بدرجة 𝜘2  التوزيع له 𝑍2 فإن معياريا   طبيعيا   𝑍 العشوائي المتغير كان إذا1 .  
 . الحرية من واحدة

,X1 العشوائية المتغيرات كانت إذا. 2 X2  , … , Xn توزيع منها لكل و مستقلة 
𝑁 ( 0, 𝑌 العشوائي المتغير فإن (1 =  ∑ 𝜘𝑖

2𝑛
𝑖=1 تربيع –كاي توزيع له   

𝛾 بـ = 𝑛  الحرية من درجة . 

,X1 كان إذا. 3 X2 توزيع منهما لكل و مستقلين عشوائيين متغيرين 𝜘2 ـب 
𝛾1, 𝛾2 العشوائي للمتغير يكون  فإنه ، الترتيب على الحرية من درجة X1 +

X2 ـ ب تربيع –كاي توزيع𝛾 = 𝛾1 + 𝛾2  الحرية من درجة . 

,X1 كان إذا. 4 X2 ـل كان و مستقلين عشوائيين متغيرين 𝑋1 توزيع 𝜘2 بـ 𝛾1 
𝑋1 لمجموعهما كان و الحرية من درجة + 𝑋2 بـ تربيع –كاي توزيع 𝛾 >

𝛾1 العشوائي للمتغير يكون  هفإن ،الحرية من درجة 𝑋2 توزيع 𝜘2 ب 𝛾2 =

𝛾 − 𝛾1  الحرية من درجة . 

 : فإن الحرية من درجة 𝛾  بـ  𝜘2 التوزيع له ا  عشوائي متغيرا   X كان إذا. 5

                           𝐸 (𝑋) = 𝛾       ،𝑉 (𝑋) = 2 𝛾 

 هو و ، الجداول ملحق في معطى الاحتمالي للتوزيع تربيع –كاي جدول و 
 منحني تحت،  الكلية المساحة من α يسارها على تقع التي 𝑥2 القيمة يعطي
𝑥𝛼 تكون  و 𝛾 و α ل مختلفة قيم أجل من ذلك و،  الكثافة

2(𝛾) المتغير قيمة 
𝑥2 السطر تلاقي عند الواقعة الجدول في𝛾 لقيمة الموافق العمود و α . 
 : مثلا     
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𝑥0.975
2 (10) = 20.5 ،𝑥0.025

2 (19) = 8.91 

 :  tستيودنت توزيع( : 2.2.4

 درجة 𝛾 ب ستيودنت -  t التوزيع X العشوائي للمتغير نإ نقول ( :7.4) تعريف
 : تيةالآ بالعلاقة معطاة كثافته دالة كانت إذا الحرية من

𝑓𝑋 (𝑥) =  
𝛤 ( 

𝛾+1 

2
) 

𝛤 (
𝛾

2⁄ ).√2𝜋  
 ( 1 + 

𝑥2

𝛾
 )

–
𝛾+1

2
        − ∞ < 𝑥 < +∞          

 . الحرية بدرجة يدعى موجب صحيح عدد لها حيث

 متناظر فهو ، التوزيع لهذا الكثافة منحنيات من أمثلة يعطي(  2.4)  الشكل و
 على التوزيع يعتمد و ، المعياري  الطبيعي التوزيع شأن شأنه التراتيب محور حول

 (.الحرية من درجة) 𝛾 الوسيط

 

 (2.4) الشكل

  t ـل الموجبة القيم يعطي هو و،  الجداول بملحق معطى ستيودنت توزيع جدول و
 –t لتوزيع الكثافة منحني تحت ، الكلية من المساحة α يسارها على تقع التي

 على للدلالة  𝑡𝛼(𝛾)سنرمز و 𝛾 و α ـل مختلفة قيم أجل من ذلك و ، ستيودنت
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  لقيمة الموافق العمود و 𝛾السطر تلاقي عند الواقعة الجدول من t المتغير قيمة
α . 

𝑡0.60(15):                        مثلا   = 0.258 

, 𝑁 (0 توزيع له عشوائيا   متغيرا   Z كان إذا ( :1.4) مبرهنة  ا  متغير   X كان و (1
 فإنه ، عشوائيا   مستقلين Z ، X كان و الحرية من درجة 𝛾ـ ب 𝜘2 توزيع له عشوائيا  

  العشوائي للمتغير يكون 
𝑇 =  

𝑍

√𝑋
𝑉⁄

  

 . الحرية من درجة 𝛾 ـب ستيودنت -  t توزيع                

 : الإحصاءات بعض توزيعات ( :3.4

∑ عشوائية عينة متغيرات مجموع توزيع .1 𝑿𝒊
𝒏
𝒊=𝟏  : 

,X1 كانت إذا X2  , … , Xn متوسطه طبيعي مجتمع من عشوائية عينة µ و 
𝑌 للمتغير يكون  فإن  σ2 تباينه = ∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  بمتوسط الطبيعي التوزيع μy =

n μ تباين و σ𝑦
2 = 𝑛 σ2  (أي 𝑦~ 𝑁 (𝑛𝜇, 𝑛 σ2 )  ). 

,X1 كانت إذا أما X2  , … , Xn متوسطه مجتمع من عشوائية عينة µ تباينه و 
σ2 أجل ومن ، المركزية النهاية مبرهنة حسب فإنه n كافيا   كبرا   كبيرة 

  (n ≥30  )فإن : 

     𝑦 = ∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 ~ 𝑁 (𝑛𝜇, 𝑛 σ2 )                              (  طبيعي تقريبا . ) 
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 : 𝒙̅  العشوائية العينة متوسط توزيع. 2

,X1 كانت إذا X2  , … , Xn عشوائي لمتغير  عشوائية عينة X  التوزيع له 
 الطبيعي التوزيع 𝑥̅  العينة لمتوسط يكون  فإن ، σ2 تباين و µ بمتوسط الطبيعي
σ2 تباين و 𝜇 بمتوسط

𝑛
𝑥̅ أي     =  ∑

𝑥𝑖

𝑛

𝑛
𝑖=1 ~ 𝑁 (𝜇,

σ2

𝑛
  )  

 فحسب ، σ2 تباين و µ متوسط  X عشوائي متغير من العينة كانت إذا أما
,𝑥̅~ 𝑁 (𝜇 يكون  المركزية النهاية مبرهنة

σ2

𝑛
 من ذلك و(  طبيعي تقريبا  )   (  

 .((n≥30 أجل

 ( : 4-1) مثال
,X1 كانت إذا X2  , … , Xn لمتغير عشوائية عينةX  ( 3 ، 16) وفق توزيعيN  

p [ 0.5   أوجد < x̅ < 6 ] 
 :  الحل

μx̅ بمتوسط طبيعي توزيع  x للمتغير عندئذ سيكون  ، طبيعية العينة أن بما =

σ2   وتباين، 3 =  
σ2

𝑛
=  

16

9
 : منه و  

p [ 0.5 < x̅ < 6 ] = p [
0.5−3

4
3⁄

<
x̅−μx̅

σx̅
<

6−3
4

3⁄
]   

= p[ −1.88 < 𝑧 < 2.25] 

                                 = p[z < 2.25] − p[z < −1.88] =  
                                      0.9878 − 0.0301 = 0.9577  
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 ( :2.4) مثال
 s.p       هو المهرة العمال من كبيرة لمجموعة الأسبوعي دخلال متوسط كان إذا

 .s.p  120 معياري  بانحراف 15000
  14900 من أكبر n= 64 حجمها عينة دخل متوسط يكون  أن احتمال احسبف

s.p الأسبوع في . 
 : الحل

فيمكن تطبيق مبرهنة النهاية المركزية و  ،  n = 64 ≥30 العينة حجم أن بما
, 𝑋̅~𝑁 ( 15000 الطبيعي التوزيع تقريبا    X̅  يكون للمتوسط

14400

64
 :منه و  ( 

p [x̅ > 14900] = p [
x̅−μx̅

бx̅
>

14900−15000

15
] = p[z >  −6.67 ] =  

1 − p[z < −6.67 ] = 1 − 0 = 1  
σx̅              : بحيث =  

σ

√n
=  

120

8
 

 بمتوسط الطبيعي التوزيع وفق المرضى من مجموعة وزن  يتوزع (: 4-3 ) مثال
65 k.g 15  معياري  بانحراف و k.gالمرضى هؤلاء من عشوائية عينة أجل من 

 7000k.g للمرضى الكلي الوزن  يتجاوز أن احتمال ما ،مريض  100 الحجم من
. 

 : الحل
μ متوسطه طبيعي عشوائي لمتغير عشوائية عينة هي المرضى أوزان إن = 65 
σ2ه تباين و =  (15)2 = 𝑌 للمجموع يكون  منه و ، 225 = ∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 

𝜇𝑦 بمتوسط الطبيعي التوزيع = 𝑛 𝜇 = σ𝑦 بتباين و 6500
2 = 𝑛 σ2 =

 :منه و   22500
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p[ 𝑦 > 7000] = p [ 
𝑦−𝜇𝑦

σ𝑦
>

7000−6500

√225500
= p [ 𝑧 > 3.33] =  

1 − p [ 𝑧 < 3.33 ] = 1 − 0.9996 = 0.0004  

𝑺𝟐(𝒏−𝟏) الإحصاء توزيع.  3

𝛔𝟐
  : 

 الطبيعي للتوزيع  n الحجم من عشوائية عينة تباين و متوسط 𝑆2 و 𝑥̅ كان إذا
𝑁 ( µ, σ2 ) فإن : 

1.     𝑥̅ و 𝑆2 مستقلان عشوائيان متغيران . 

 متغير عشوائي     .2
(𝑛−1)𝑆2

σ2
𝛾 بـ مربع – كاي توزيع له = 𝑛 −  من درجة  1

 . الحرية

𝑻 العشوائي المتغير توزيع .4 =  
𝒙− 𝝁
𝒔

√𝒏⁄
  :   

 الطبيعي للتوزيع  n الحجم من عشوائية عينة تباين و متوسط 𝑆2و 𝑥̅ كان إذا 
𝑁 ( µ, σ2 ) العشوائي للمتغير يكون  هفإن 𝑇 =  

𝑥̅− 𝜇
𝑠

√𝑛⁄
𝛾بـ ستيودنت توزيع  =

𝑛 −  . الحرية من درجة   1
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 المحاضرة العاشرة

 : النقطي التقدير( 4.4

 المتغير توزيع معرفة و ، X  عشوائي بمتغير يمثل الإحصائي المجتمع أن رأينا
 المجتمع توزيع يكون  عادة و ، احتماليا   دراسته على قادرين يجعلنا  X العشوائي

 مجهولة الوسطاء هذه تكون  عندما و ، وسطاء يتبع  X ـل الاحتمالي التوزيع أو
 وسيطا   θ كان فإذا ،  X من  n حجمها عشوائية عينة على اعتمادا   لتقديرها نلجأ

T  مثل دالة بوساطة θ بتقدير نقوم فإننا X لتوزيع مجهولا   =

T (X1, X2  , … , Xn) قيمة و  T لتكن و t    ـل مقدرا θ لمقدر نرمز و θ ـب عاده 
θ̂ سيكون  النقطية التقدير طرق  خلال من و: 

 . μمقدرا  لمتوسط المجتمع  𝑥̅متوسط العينة  -.

 . σ2مقدرا   لتباين المجتمع  𝑆2و تباين العينة  -0

 . σمقدرا  للانحراف المعياري للمجتمع  𝑆و الانحراف المعياري  -3

ر نسبة العناصر من المجتمع يقدتإذا كان لدينا مجتمع إحصائي و أردنا أن  -0
  Xمثل هذا المجتمع بمتغير عشوائي برنولي نفيمكن أن  ،التي تحقق صفة معينة 

إذا كان يحققها . عندئذ إذا كانت   1ةإذا لم يحقق الصفة و القيم  0يأخذ القيمة 
X1, X2  , … , Xn  عينة عشوائية منX طالذي يتوزع وفق برنولي بالوسيp  

𝑝̂ النجاح ( فإنحدث )احتمال  =  𝑥̅ =  
𝑦

𝑛
على   yحيث يدل  p ـهو مقدر ل  

 عدد العناصر التي تحقق الصفة في العينة .
 و نريد من هذه المقدرات أن تحقق معايير جودة المقدرات ) مقدر غير منحاز

 مقدر متماسك ( –مقدر فعال  –( منصف)
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 ـل فإننا ندعوه بالمقدر غير المنحاز θمقدرا  للوسيط  θ̂إذا كان  (: 4-8تعريف ) 
θ تي : إذا حقق الشرط الآ 𝐸 (θ̂) =  θ . 

و كان له أصغر تباين من بين كل   θمقدرا  للوسيط  θ̂كان إذا  ( :4-9تعريف ) 
 . θـ هو مقدر فعال ل θ̂ن المقدر إعندئذ نقول  θ ـالمقدرات الأخرى ل

𝑉 (θ̂)و كان  θ ـمقدرا  منصفا  ) غير منحاز( ل θ̂و إذا كان  =  min 
 .)التباين الأصغري(فإننا ندعوه عندئذ بالمقدر المنصف ذي التشتت الأصغري 

 إذا كان : θللوسيط )متسق( مقدرا  متماسكا   θ̂يكون  ( : 4-10 تعريف )

𝐸(θ̂) = θ       ،lim
n→∞

V (θ̂) = 0  
و  μهو مقدر غير منحاز لمتوسط المجتمع  𝑥̅و بناء عليه فإن متوسط العينة 

p̂كذلك  =  
𝑦

𝑛
 P هو مقدر غير منحاز لنسبة تحقق صفة معينة في المجتمع 

σ2̂  و لكن =
1

𝑛 
∑ (  xi − 𝑥̅ )2n

i=1  هو مقدر غير منصف ) منحاز ( لتباين
𝑆2   بينما يكون  σ2المجتمع  =  

1

𝑛−1 
∑ (  xi −  𝑥̅ )2n

i=1  هو مقدر منصف
 .σ2 ـل

 الثقة ) التقدير المجالي ( :مجالات ( : 5.4

رأينا في الفقرة السابقة مسألة التقدير النقطي حيث عينا بالمقدر النقطي القيمة التي 
متغير  Xفإذا فرضنا أن  Xأخذها المقدر من أجل عينه معينة من قيم المتغير ي

  θهو مقدر للوسيط   θ̂و أن  θ  عشوائي توزيعه الاحتمالي يتبع وسيطا  مجهولا  
 ق معايير الجودة في الإنصاف و الفعالية .يحق
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,X1مثل  Xفإننا سنتوقع من أجل عينة معينة من قيم  X2  , … , Xn  بأن قيمة
و أن الخطأ المرتكب  θلن تختلف كثيرا  عن القيمة الحقيقية للوسيط  θ̂المقدر 

و  ،لن يكون كبيرا   θعندما نفترض أن قيمة المقدر مساوية قيمة الوسيط المجهول 
مع ذلك فإن قيمة واحدة للمقدر لا تحمل أي دلالة على الدقة الحاصلة في ذلك 

لذلك يكون من المرغوب فيه إنشاء مجال بحيث يغطي هذا المجال  ، التقدير
 باحتمال مفروض . θالقيمة الحقيقية للوسيط المجهول 

توزيعه الاحتمالي يتبع وسيطا  مجهولا   متغيرا  عشوائيا   Xليكن  ( :4-11تعريف )
θ   و لنفترض أنX1, X2  , … , Xn  عينة عشوائية للمتغيرX  و أنL1, L2 

 حصاءان على أساس العينة المفروضة .إ

,L1 ]إننا نقول عن المجال   L2 ]  ـإنه مجال ثقة ل θ بمستوى من الثقة 

 (1-𝛼)%.88.  حيث𝛼 ( 1يدعى بمستوى المعنوية و − 𝛼) . معامل الثقة 

𝑃 [L1                   إذا كان ≤ θ ≤   L2] = 1 −  𝛼 

,L1 ]و بملاحظة أن طرفي المجال  L2 ]    هما متغيران عشوائيان يتغيران من
هذا المجال بالمجال العشوائي و من أجل كل  ميفيمكن أن نس،  عينة لأخرى 

,L1نستطيع حساب كل من  Xعينة من قيم  L2 الحصول على مجال يكون  و
 ،θمن أنه يحوي على القيمة الحقيقية للوسيط المجهول  88.%(𝛼-1)على ثقة 

و سنختار منها تلك الحالة ، واجه حالات يكون فيها هناك أكثر من حل نو س
 التي يكون فيها طول مجال الثقة أصغريا  قدر الإمكان .
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 طبيعي تباينه معلوممجال الثقة لمتوسط متغير عشوائي ( :  1.5.4

,X ~N ( µليكن  σ2 )   فيهµ  مجهول  و𝜎2 . معلوم 

,X1و لتكن   X2  , … , Xn ـعينة عشوائية ل X ، رأينا أن:  

𝑍 =  
𝑥̅− µ
𝜎

√𝑛⁄
 ~𝑁 (0,1 )  

  من الثقة أي من (𝛼-1)بمستوى  µو المطلوب تعيين مجال ثقة حول 

                (7-4)               𝑝 [𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2] = 1 −  𝛼 

 و من خواص الكثافة الطبيعية المعيارية المتناظرة بالنسبة لمحور التراتيب سنجد

p [– z1−α
2⁄ ≤ z ≤ z1−α

2⁄ ] = 1 −  α ⇒  

p [−z1−α
2⁄ ≤

x̅− µ

б
√n

⁄
 ≤ z1−α

2⁄ ]  =  1 −  α        ⟺  

p [x̅ − z1−𝛼
2⁄

б

√n
≤ µ ≤ x̅ + z1−𝛼

2⁄
σ

√n
]  =  1 −  𝛼  

x̅  ] ن المجالإأي   − z1−𝛼
2⁄

σ

√n
 , x̅ +  z1−𝛼

2⁄
σ

√n
] 

1 )هو    − 𝛼)100  مجال ثقة للمتوسطμ 

1 )   باحتمال و نقول إننا واثقون  − 𝛼 )  من أنµ  لن يقل عن𝑥̅ −

𝑧1−𝛼
2⁄

𝜎

√𝑛
𝑥̅  لىو لن يزيد ع  + 𝑧1−𝛼

2⁄
σ

√𝑛
 . 
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بفضل مبرهنة النهاية المركزية و من أجل العيَنات العشوائية من  ملاحظة:
يكون لدينا  n≥30و من الحجم  σ2مجتمعات غير طبيعية ذات تباين معلوم 

1 )بمستوى  µنفس مجال الثقة حول  − 𝛼 ) . 

𝜀و نسمي المقدار  =  |∓𝑧1−𝛼
2⁄

𝜎

√𝑛
بالخطأ الأعظمي المطلق و المرتكب في  |

1 )وبثقة 𝑥̅عن طريق  µتقدير − 𝛼 )  ، و هذا الخطأ يتناقص بازدياد حجم
 لذلك يمكن التحكم بالخطأ الأعظمي بوساطة حجم العينة . ،nالعينة 

تعيين حجم العينة التي ينبغي أخذها بحيث لا يتجاوز الخطأ في  و إذا أردنا
1 )  و بثقة εالمقدار  X̅ب  µ ـتقديرنا ل − 𝛼 ) من المقدار 

 |∓𝑧1−𝛼
2⁄

σ

√𝑛
| ≤  ε  

 للطرف الآخر نجد : nو بتربيع الطرفين و نقل 

𝑛 ≥ [
𝑧1−𝛼

2⁄ σ

𝜀
]

2

  

 ( :4-4مثال )
فكان متوسط  ،طفلا   36أجريت معايرة كمية الخضاب في الدم لعينة مؤلفة من 

فإذا كانت العينة مختارة من مجتمع فيه الانحراف  ،  g 11.3الخضاب لديهم 
 المطلوب :ف   g  2.5المعياري لكمية الخضاب 

لكمية الخضاب لمجتمع  µمجال ثقة حول المتوسط الحقيقي  %98أوجد . 1
 الأطفال الذي أخذت من العينة .
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بثقة  µكم ينبغي أن يكون حجم العينة بحيث لا يتجاوز الخطأ في تقدير . 2
εالمقدار  98% =  ؟0.80

 الحل :
𝑛بما ان . 1 = 36 ≥ متوسط كمية  µ ـفيمكن وضع مجال ثقة تقريبي ل ، 30

خضاب الدم في المجتمع و ذلك على الرغم من أن كمية الخضاب ليس لها 
 و بملاحظة أن : ،التوزيع الطبيعي 

   1 − 𝛼 = 0.98 ⇐ 1 − 𝛼
2⁄ = و من جدول التوزيع الطبيعي 0.99

𝑧0.99المعياري  = 2.33 

 و يكون المجال :

[x̅ − z1−𝛼α
2⁄

σ

√n
≤ µ ≤ x̅ +  z1−𝛼

2⁄
σ

√n
]  

 أي  

[ 11.3 − ( 2.33)
(2.5)

6
 ≤  μ ≤ 11.3 + ( 2.33)

(2.5)

σ
 ]  

≥ 10.329 ]     كون :              في   μ ≤ 12.271] 

من أن المتوسط كمية الخضاب الدم عند الأطفال   %98كون واثقين نأي 
 .  g 12.271 لىو لن تزيد ع g 10.329 المجتمع المدروس لن تقل عن 

≤ 𝑛بحيث يكون :    nلتعيين . 2 [
𝑧1−𝛼

2⁄ σ

𝜀
]

2

=  [
(2.33 )( 2.5)

0.80
]

2

 

≤ 𝑛أي يجب أن يكون حجم العينة  54 
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مجهولا  و من أجل  σ2في الحالة التي يكون فيها تباين المجتمع  ملاحظة:
≤ 𝑛العيَنات ذات الحجم   .σ2 ـمقدرا  جيدا  ل 𝑆2يكون تباين العينة  30

نْ ثَمّ و  الانحراف المعياري للعينة . و هكذا يمكننا تعيين  σ  ،𝑆 ـيمكن استبدال بمِّ
1بمستوى ) µمجال ثقة تقريبي لمتوسط المجتمع  − 𝛼من الثقة ) 

[x̅ − z1−α
2⁄

𝑆

√n
≤ µ ≤ x̅ + z1−α

2⁄
𝑆

√n
]  

1و بثقة ) µالخطأ المطلق الأعظمي في تقدير و يكون  − 𝛼)  هو 

|∓ z1−α
2⁄

𝑆

√n
|  

 µأما حجم العينة التي ينبغي سحبها بحيث لا يتجاوز الخطأ المرتكب في تقدير 

1بثقة ) εالمقدار  − 𝛼 ينتج من العلاقة )𝑛 ≥ [
𝑧1−𝛼

2⁄ .  𝑆

𝜀
]

2

 

ة العشوائية المسحوبة من مجتمع الدراسة عينهو الانحراف المعياري لل 𝑆حيث 
≤ 𝑛حجمها  30 

في دراسة احصائية حول زمن تخثر الدم عند الأشخاص الذين  :(5-4)مثال 
تم دراسة عينة عشوائية من سكانها  ،  الحارةالبلدان يقطنون في إحدى المدن من 

ثانية و  12و وجد أن متوسط زمن تخثر الدم في العينة هو ،  100من الحجم 
 ثانية . و المطلوب :  2 بانحراف معياري 

المتوسط الحقيقي لزمن تخثر الدم عند سكان  µمجال ثقة حول  %95أوجد . 1
 المدينة المدروسة  .
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و بخطأ أعظمي لا يتجاوز  %95بثقة  µما حجم العينة المناسب لتقدير . 2
 ؟ثانية  0.25

 الحل :
a)  1إن − 𝛼=0.95   لـمجال ثقة µ : يكون من الشكل 

[𝑥̅ − 𝑧1−α
2⁄

𝑆

√𝑛
≤ µ ≤ 𝑥̅ + 𝑧1−α

2⁄
𝑆

√𝑛
]  

𝑛) لأن  = 100 ≥  (σ ـهو مقدر ل 𝑆و الانحراف المعياري  30

[ 12 − ( 1.96 ). (
2

10
) ≤ µ ≤ 12 + ( 1.96 ). (

2

10
)]  

1   )حيث − α = 0.95 ← 1 − 𝛼
2⁄ = ←Zو من جدول 0.975 𝑧0.975 =

1.96) 

   

12 ]             و منه  − 0.392 ≤ µ ≤  12 + 0.392  ]   

11.608]                     أي ≤ µ ≤ 12.392]  

من أن متوسط زمن تخثر الدم عند سكان المدينة لن  %0.95أي نكون واثقين 
 .ثانية  12.392  لىو لن يزيد ع  11.608عن يقل 

 8100 و بخطأ لا يتجاوز %0.95بثقة  µإن حجم العينة المناسب لتقدير  -0
 ثانية واحدة يتعين 

𝑛 ≥ [
𝑧1−𝛼

2⁄ .  𝑆

ε
]

2

=  [
(1.96).(2)

0.25
]

2

= 245.86  
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≤ 𝑛أي يجب أن يكون    246. 

 :مجال الثقة لمتوسط متغير عشوائي طبيعي تباينه مجهول( : 2.5.4

لتعيين  ة  ضروريّ  σ2لقد لاحظنا في الدراسة السابقة بأن معرفتنا لتباين المجتمع   
مجهولا  فإننا لا نستطيع  σ2و في الحالة التي يكون فيها  ، µمجال الثقة حول 

𝑥̅− µ حصاءن الإِّ و ذلك لأ،  𝑠2تباين العينة  σ2دوما  استبدال تباين المجتمع 
𝑆

√𝑛
⁄

  

 . 𝑥̅  ،𝑆يحوي متغيرين عشوائيين هما 

≤ 𝑛و عندما يكون حجم العينة  من عينة لأخرى تكون  𝑠2فإن تغيرات    30
الانحراف المعياري للعينة . و هذا ما  σ , 𝑆لـ لذلك يمكن استبدال ، معدومة

𝑥̅− µأشرنا إليه في الفقرة السابقة حيث اعتبرنا  

S
√𝑛

⁄
 ~𝑁 (0,1 )   ، و لكن في

≥ 𝑛الحالة التي يكون فيها  في شكل توزيع  ةر ثتغدو مؤ  𝑠2فإن تغيرات   30
𝑥̅− µالاحصاء  

S
√𝑛

⁄
فا  عن التوزيع الطبيعي و يصبح توزيع هذا الإحصاء مختل،   

 و رأينا مسبقا  في بداية هذا الفصل أن للمتغير العشوائي ، المعياري 

     T   =
𝑥̅− µ

S
√𝑛

⁄
𝛾 ـستيودنت ب – t التوزيع   = 𝑛 −  درجة من الحرية    1

نْ ثَمّ و  1)من أجل بناء )مِّ − 𝛼   مجال ثقة حولµ  نأخذ العلاقة 

P [− t 1−α
2⁄ (γ ) ≤ T ≤  t 1−α

2⁄ (γ )] = 1 −  α  

 بما يساويه نجد :  Tو باستبدال 

𝑃 [− 𝑡 1−𝛼
2⁄ (𝛾 ) ≤

𝑥̅− µ
𝑆

√𝑛
⁄

  ≤  𝑡 1−𝛼
2⁄ (𝛾 )] = 1 −  𝛼         ↔  
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P [𝑥̅− 𝑡 1−𝛼
2⁄ (𝛾 )

S

√n
≤ µ ≤ 𝑥̅+ 𝑡 1−𝛼

2⁄ (𝛾 )
S

√n
]  =  1 −  α  

𝑥̅− 𝑡 1−𝛼]   ن المجالإأي 
2⁄ (𝛾 )

S

√n
≤ µ ≤ 𝑥̅+ 𝑡 1−𝛼

2⁄ (𝛾 )
S

√n
 هو     [

  (1 −  α)    مجال ثقة للمتوسطµ . 

𝑒و يكون     =  |∓ 𝑡 1−𝛼
2⁄ (𝛾 )

S

√n
|      ،𝑛 ≥ [

 𝑡 1−𝛼
2⁄ (𝛾 )  .   𝑆

ε
]

2

 

 كما رأينا في الفقرة السابقة .

 ( : 4-6مثال )

فكان متوسط  ،وع معين بعد فترة زمنية من زرعهامن ن ةنبت 0.تم قياس ارتفاع 
 و المطلوب : c.m 5.8 بانحراف معياري  c.m 83الارتفاع 

المتوسط الحقيقي لارتفاع النبته في مجتمع  µمجال ثقة حول  %0.95أوجد  .1
 في المجتمع يخضع للتوزيع الطبيعي . ةالدراسة بافتراض أن ارتفاع النبت

و بخطأ لا يتجاوز  %0.95بثقة    µما حجم العينة المناسب لتقدير . 2
2c.m؟ 

  الحل :
𝑛حيث  µمجال ثقة حول  %0.95إن    -1 = 15 <  يكون من الشكل  30

𝑥̅− 𝑡 1−𝛼
2⁄ (𝛾 )

S

√n
≤ µ ≤ 𝑥̅+ 𝑡 1−𝛼

2⁄ (𝛾 )
S

√n
  

 :حيث
𝑥̅  = 83 ،S = 1   و   58 − 𝛼 = 0.95 ← 1 − 𝛼

2⁄ = 0.975    
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𝛾كما أن   = 𝑛 − 1 = 15 − 1 = ستيودنت نجد   -  tو منه من جدول  14
 𝑡 0.975(14 ) = 2.145  

 و منه :

[ 83 − ( 2.145)
(5.8)

√15
 ≤  μ ≤ 83 + ( 2.145)

(5.8)

√15
]  

≥  79.788 ]كون :                 في  μ ≤ 86.212 ] 

لن يقل  في مجتمع الدراسة ةارتفاع النبتمن أن متوسط   %95كون واثقين نأي 
 .86.212 لىزيد عيو لن  79.788عن 

2-             𝑛 ≥ [
 𝑡 1−𝛼

2⁄ (𝛾 )  .   𝑆

ε
]

2

=  [
(2.145 )( 5.8)

2
]

2

= 38.7  

و بخطأ أعظمي لا يتجاوز   %0.95بثقة  µأي حجم العينة المناسب لتقدير 
2c.m   ن يكون أينبغي𝑛 ≥ 39 . 

نْ ثَمّ و  σ ـتقديرا  أفضل ل Sكلما ازداد حجم العينة أصبح  ملاحظة : اقتربت قيم مِّ
𝑡𝛼  من قيم𝑍𝛼  و هذا ما نلاحظه في جدول، في التوزيع الطبيعي المعياري t - 

 .ع جدول التوزيع الطبيعي المعياري ه الأخيرة و مقارنة مر ستيودنت من خلال سطو 

 مجال الثقة للنسبة في المجتمع :( : 3.5.4

من المسائل المهمة التي كثيرا  ما نصادفها تقدير نسبة العناصر من المجتمع 
نسبة نجاح  ،المحققة لصفة معينة مثل نسبة المؤيدين لبرنامج اقتصادي معين 

نسبة فعالية دواء معين  ،نسبة المصابين بمرض معين  ،حملة صحية معينة 
 نسبة نجاح حملة تلقيح ضد مرض معين .......... ،راض لعلاج أحد الأم
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فإن  Pفي مجتمع مدروس هي  Aفإذا كانت نسبة العناصر المحققة للصفة 
نْ ثَمّ و ،  Pاحتمال أن نختار عنصرا  يحقق هذه الصفة يساوي  يمكن أن نمثل مِّ

هي النسبة في  Pله توزيع برنولي بوسيط   X المجتمع المدروس بمتغير عشوائي 
𝑃̂  و لقد رأينا أن، المجتمع  =  𝑋̅ =  

𝑦

𝑛
 . Pهو مقدر للنسبة   

، Pوسيطه   X لمتغير عشوائي برنولي   n هو متوسط عينة حجمها  𝑥̅علما  بأن 
 ،) عدد النجاحات (   Aيدل على عدد عناصر العينة المحققة للصفة   y و أن 

≤ 𝑛 و من أجل عينة كبيرة كبرا  كافيا  )   P ـهو مقدر غير منحاز ل ̂ 𝑝و أن 

حسب مبرهنة النهاية المركزية له تقريبا  توزيع طبيعي بمتوسط  ̂ 𝑝( فإن   30
𝑃 =  𝜇  و تباين𝜎2 =  

𝑝𝑞

𝑛  
̂ 𝑝)أي    ≈  𝑁 ( 𝑝 ,

𝑝𝑞

𝑛  
 ) ) 

نْ ثَمّ و  𝑍               مِّ =  
𝑝 ̂−𝑃 

√
𝑝𝑞

𝑛  

    ≈   𝑁 (0, 1) 

1و من أجل  ) −  α  مجال ثقة حول )P  نأخذ 

𝑃 [−𝑧1−𝛼
2⁄ ≤ 𝑧 ≤ 𝑧1−𝛼

2⁄ ] = 1 −  𝛼  

 :  Z نعوض فيه 

𝑃 [−𝑧1−𝛼
2⁄ ≤  

𝑝 ̂−𝑃 

√
𝑝𝑞

𝑛  

 ≤ 𝑧1−𝛼
2⁄ ]  =  1 −  𝛼  

1و منه نجد : ) −  𝛼   مجال ثقة حول )P : من الشكل 

𝑝 ̂ − z1−α
2⁄ √

𝑝𝑞

𝑛  
≤ 𝑃 ≤ 𝑝 ̂ +  z1−α

2⁄ √
𝑝𝑞

𝑛  
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√و باعتبار أن تغيرات  𝑃لكن طرفي المجال السابق ينبعان الوسيط  
𝑝𝑞

𝑛  
تكون  

𝑞̂حيث أن   ̂ p ، 𝑞 ، 𝑝 ̂ ، 𝑞 ـفيمكن أن نستبدل ب ،بطيئة جدا   = 1 − 𝑝 ̂ 

1 ) و هكذا فإن  − 𝛼 )مجال ثقة حول   p  هو تقريبا  المجال 

[p ̂ − z1−α
2⁄ √

p̂ .q̂

n  
, p ̂ +  z1−α

2⁄ √
p̂ .q̂

n  
]  

1 ) وبثقة p الخطأ المطلق الأعظمي المرتكب في تقديرحظ أن  و منه يل − 𝛼) 

z1−α∓|     يساوي 
2⁄ √

p ̂ .q ̂

n  
بثقة   pو أن حجم العينة الواجب أخذها لنقدر |

( 1 − 𝛼 )  و بخطأ لا يتجاوزε  هو𝑛 ≥   
𝑧1−𝛼

2⁄
2 .𝑝 ̂ .𝑞 ̂

𝑒2
 . 

 شخص من المرضى الكبار بالسن تبين أن   100 لدى تخدير  (:7-4مثال )

 المطلوب :و . منهم حصلت لهم مضاعفات جراء تخديرهم   36

مجال ثقة لنسبة الذين يعانون من مضاعفات جراء التخدير من  %99أوجد 1. 
 بين المرضى الكبار بالسن .

̂ 𝑝عين الخطأ المطلق المرتكب عندما نفترض أن . 2 =  p   99بثقة% 

و بخطأ لا يتجاوز  %99بثقة    pما حجم العينة التي ينبغي دراستها لتقدير . 3
 ؟0.04

 الحل : 

𝑛 لدينا . 1 = 𝑦 و  100 =  و منه    36
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 p ̂ =  
 𝑦 

𝑛 
=  

36

100
 =  و من أجل     0.36  

    1 − 𝛼 = 0.99 → 1 − 𝛼
2⁄ =  و يكون 0.995

 𝑧0.995 = نسبة الذين يعانون   pمجال ثقة حول   %99و منه     2.58
 مضاعفات جراء التخدير من بين المرضى الكبار في السن 

p ̂ − z0.995√
p̂ .q̂

n  
≤ P ≤ p ̂ +  z0.995√

p̂ .q̂

n  
  

(0.36 ) − ( 2.58 )√
(0.36).(0.64)

100
≤ 𝑃 ≤   (0.36 ) + ( 2.58 ) √

(0.36).(0.64)

100
  

0.36 − 0.124 ≤ 𝑃 ≤ 0.36 + 0.124  
0.236 ≤ 𝑃 ≤ 0.484  

و لن تزيد   0.236 لن تقل عن  Pمن أن هذه النسبة  %99و منه نكون واثقين 
 0.484  لىع
2. 

𝜀 =  |∓𝑧1−𝛼
2⁄ √

𝑝 ̂ .  𝑞̂

𝑛  
| = 0.124  

 

3. 

n ≥   
z1−α

2⁄
2  .p ̂ .q ̂

ε2
=  

(2.58)2 .( 0.36 ).(0.64 )

(0.04)2
 = 958.52  

≤ 𝑛أي حجم العينة يجب أن يكون   959  
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و لاختبار هذا  ،الأشخاص عسراويون  من %10ادعى باحث أن  ( :4-8مثال )
فهل يمكننا  . نيمنهم عسراوي 00و وجد ، شخص  400تم اختيار  ،الادعاء 

 من الثقة . %99قبول هذا الادعاء بمستوى 

ن و بملاحظة أن يشخاص العسراوينسبة الأ p ـمجال ثقة ل %99لنشكل  الحل  :
𝑛 لدينا  = 𝑥 و  400 = ̂ pو منه    48 =  

 𝑥 

𝑛 
=  

48

400
 = من و ،     0.12  

1     أجل − 𝛼 = 0.99 ⇒ 1 − 𝛼
2⁄ = 0.995 

𝑧0.995 :و يكون  = ، (ن جدول التوزيع الطبيعي المعياري )و هذا ينتج م   2.58
نْ ثَمّ و   فمجال ثقة المطلوب : مِّ

p ̂ − z1−α
2⁄ √

p̂ .q̂

n  
≤ P ≤ p ̂ +  z1−α

2⁄ √
p̂ .q̂

n  
⇔  

(0.12 ) − ( 2.58 )√
(0.12).(0.88)

400
≤ 𝑃 ≤   (0.12 ) + ( 2.58 ) √

(0.12).(0.88)

400
  

0.12 − 0.042 ≤ 𝑃 ≤ 0.12 + 0.042 ⇔ 0.078 ≤ 𝑃 ≤ 0.162 

نْ ثَمّ و ، تقع ضمن مجال الثقة   %10و بما أن النسبة المدعاة    قبوليمكن مِّ
 .من الثقة  %99ادعاء الباحث عند مستوى 

 :غير عشوائي طبيعي وسيطاه مجهولانمجال الثقة لتباين مت(: 4.5.4

لمتغير عشوائي له   nهما متوسط و تباين عينة حجمها  𝑆2و  𝑥̅إذا كان   
,𝑁 (𝜇التوزيع الطبيعي  𝜎2) حيث رأينا أن المتغير العشوائي 

 𝜘2 =  
( 𝑛−1 )𝑆2

𝜎2
= 𝛾 ـمربع ب –له التوزيع كاي  𝑛 −  درجة من الحرية .  1

 : تيةبما يساويها في العلاقة الاحتمالية الصحيحة الآ 𝓍2 ـبتبديل بو 
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p [𝜘2
𝛼

2⁄ (𝑛 − 1)  ≤  𝜘2  ≤  𝜘2
1−𝛼

2⁄ (𝑛 − 1)] = 1 − 𝛼  
 أي :

p [𝜘2
𝛼

2⁄ (𝑛 − 1)  ≤  
( 𝑛−1 )𝑆2

𝜎2
 ≤  𝜘2

1−𝛼
2⁄ (𝑛 − 1)] = 1 − 𝛼  

 و بإصلاح هذه العلاقة نجد أن :

p [
( 𝑛−1 )𝑆2

𝜘2
1− 𝛼

2⁄
(𝑛−1)

 ≤   𝜎2  ≤  
( 𝑛−1 )𝑆2

𝜘2𝛼
2⁄ (𝑛−1)

] = 1 − 𝛼  

1نكون قد عينا )و منه  − 𝛼  مجال ثقة حول تباين متغير عشوائي طبيعي )

  𝜎2  : من الشكل  [
( 𝑛−1 )𝑆2

𝜘2
1− 𝛼

2⁄
(𝑛−1)

          ,      
( 𝑛−1 )𝑆2

𝜘2𝛼
2⁄ (𝑛−1)

] 

فوجد أن انحرافها  ،شخصا  و قيست أوزانهم  20أخذت عينة من  ( :4-9مثال )
مجال ثقة  %95أوجد ف فإذا كان للأوزان التوزيع الطبيعي  ،  K.G 9 المعياري 

 لتباين الأوزان في المجتمع .
1  لدينا  الحل : − α = 𝛼منه   0.95

2⁄ =  و يكون   0.025

 1 − 𝛼 2⁄ =  تربيع نجد : –و من جدول توزيع كاي   0.975

𝜘2
𝛼

2⁄ (𝛾 = 𝑛 − 1) = 𝜘2
0.025(19) = 8.907  

𝜘2
1−𝛼

2⁄ (𝛾 = 𝑛 − 1) = 𝜘2
0.975(19) = 38.582  

1 إذا − α = باين الأوزان في المجتمع ) ت 𝜎2  مجال ثقة حول  0.95
 (المدروس

[
( 𝑛−1 )𝑆2

𝜘2
1− 𝛼

2⁄
(𝑛−1)

       ,     
( 𝑛−1 )𝑆2

𝜘2𝛼
2⁄ (𝑛−1)

] = [
( 19 )(81)

38.582
   ,   

( 19 )(81)

8.907
]  
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       = [ 39.89 , 172.785  ]  

لأوزان الأشخاص في  𝜎مجال ثقة حول الانحراف المعياري  %95و يكون 
 المجتمع المدروس من الشكل :

[√
( 𝑛−1 )𝑆2

𝜘2
1− 𝛼

2⁄
(𝑛−1)

     , √
( 𝑛−1 )𝑆2

𝜘2𝛼
2⁄ (𝑛−1)

]  = [√39.89 , √172.785]   

=  [ 6.32 , 13.15 ]   
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 ةالمحاضرة الحادية عشر 

 اختبار الفرضيات :( : 6.4

في اتخاذ القرار في المواقف التي تخضع  ةللإحصاء أهمية بالغتمهيد : 1.6.4: 
،  المخاطرةو يحتاج الأمر لاتخاذ قرار عقلاني مع تقدير كمي لحجم ، للمصادفة 

 ، في اتخاذ القرارات الحاسمة في المواقف الصعبة فنو بذلك فإن الإحصاء هو ال
و رأينا في  ،ة اختبار الفرضيات مكانة الصدارهيو تحتل نظرية التقدير و نظر 

الفقرات السابقة التقدير النقطي و التقدير المجالي و في هذه الفقرة سندرس اختبار 
 الفرضيات .

أو إفادة أو تخمين تتعلق  ةمقول الفرضية الإحصائية : هي أيّ  ( :4-12تعريف )
 بوسطاء المجتمع الإحصائي أو بشكل توزيعه و تحتمل الصحة أو الخطأ .

دراسة جميع ال تناولت إذاو خطأها لا يمكن معرفته بدقة إلا إن صحة الفرضية أ إذ
لذا نختار عينة  ، و هذا في معظم الحالات غير عملي، عناصر المجتمع 

و اعتمادا  على المعلومات التي تحويها العينة يتم  ،عشوائية من هذا المجتمع 
 القرار إذا كانت الفرضية الإحصائية صحيحة أم خاطئة .

 ،مع الفرضية تقودنا إلى رفض الفرضية  ضأن العينة التي تتناقو من الواضح 
و يجب أن نشير هنا إلى أن  ،بينما إذا دعمت هذه المعطيات الفرضية قبلناها 

و لا يعني أنها  ،قبول الفرضية الإحصائية ليس إلا نتيجة لعدم كفاية رفضها 
نْ ثَمّ و  بالضرورة صحيحة .   ،ر بأنها خاطئة إن رفض الفرضية معناه أن نقر مِّ

و هذا يتطلب  ،بينما قبولنا الفرضية يعني أننا لم نجد الأسباب الكافية لرفضها 
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من الإحصائي أن يضع الفرضية المضادة لتلك التي يعتقد صحتها على أمل أن 
 تقود طرائق الاختبار الإحصائي لها إلى رفضها .

 ضية الابتدائيةفر البأمل رفضها تدعى  الإحصائيها غُ و و الفرضية التي يص
 .   𝐻0العدم (  –الأساسية )

 . 𝐻1 ـيقود إلى قبول فرضية بديلة يرمز لها ب 𝐻0إن رفض 

أعلى من معدل طلاب  𝜇1فمثلا  إذا رغبنا أن نقرر أن معدل طلاب مدرسة معينة 
   : تيةالآ 𝐻0فيمكن أن نصوغ الفرضية  ، 𝜇2مدرسة مجاورة 

𝐻0 ∶  𝜇1 − 𝜇2 = ، هي فرضية عدم وجود فرق بين المعدلين 𝐻0أي أن     0
𝐻0وبشكل عام فإن بدائل الفرضية  ∶  𝜇1 = 𝜇2                 :هي 

 𝐻1 : 𝜇1 < 𝜇2  ،𝐻1 ∶ 𝜇1 > 𝜇2 ، 𝐻1 : 𝜇1 ≠ 𝜇2  . 

صابة بمرض السكري في مدينة معينة كذلك الأمر إذا أردنا أن نظهر بأن نسبة الإ
𝐻0فيمكن أن نصوغ الفرضية الأساسية   ، 𝑃0مختلفة عن  ∶  𝑃 = 𝑃0    مقابل

𝐻0الفرضية البديلة  ∶  𝑃 ≠ 𝑃0. 

 اختبار الفرضيات الإحصائية :( : 2.6.4

مقابل الفرضية البديلة  𝐻0حظ بأنه لاختبار صحة الفرضية لمن الفقرة السابقة يُ 
𝐻1   تخص كل منها متغيرا  عشوائياx  ، دالة سندعوها دالة لذلك علينا أن نختار

و بما أن دالة  ،و هي إحصاء للعينة السابقة تساعدنا على اتخاذ القرار ، الاختبار
لهذا يجب ، الاختبار إحصاء فهي متغير عشوائي تتغير قيمتها من عينة لأخرى 

و ذلك لكي نتمكن من اتخاذ قرار بشأن ، علينا معرفة دالة توزيعها الاحتمالي 
التي تعرفنا عليها  الإحصاءاتو هنا سنستخدم توزيعات  ،الفرضية الإحصائية 



112 
 

ثم نقوم بتجزئة مجال تحولات دالة  ،في بداية هذا الفصل أو الفصل السابق 
أو تدعى  𝐻0حدهما منطقة الرفض للفرضية إتسمى  ،الاختبار إلى منطقتين 

و عادة تحدد منطقة ، و تسمى المنطقة الأخرى منطقة القبول  ،المنطقة الحرجة 
الرفض بتلك المنطقة التي تتألف من قيم دالة الاختبار قليلة الاحتمال عندما تكون 

𝐻0  و تحدد منطقة القبول بالمنطقة التي تتألف من قيم دالة الاختبار  ،صحيحة
و  𝐻0صحيحة . و يكون القرار رفض الفرضية  𝐻0كثيرة الحدوث إذا كانت 

و يكون القرار بعدم ، دالة الاختبار في منطقة الرفض  إذا وقعت قيمة 𝐻1قبول 
و بذلك عند ، إذا وقعت قيمة دالة الاختبار في منطقة القبول  𝐻0رفض الفرضية 

و هذا الخطأ على ، يمكن أن يرتكب خطأ  𝐻0اتخاذ القرار برفض أو قبول 
 نوعين :

a. : و هو الخطأ الناجم عن رفض الفرضية  الخطأ من النوع الأول𝐻0  فيما هي
 αو يدعى ،  α ـصحيحة و نرمز لاحتمال الوقوع في الخطأ من النوع الأول ب

عندئذ بالخطأ من النوع الأول أو حجم منطقة الرفض أو مستوى أهمية الاختبار 
 أو مستوى المعنوية أو مستوى الدلالة الإحصائية .

b. : و هو الخطأ الناجم عن قبول  الخطأ من النوع الثاني𝐻0 اطئة و و هي خ
هذا  βو يدعى ،   β ـيرمز عادة لاحتمال الوقوع في الخطأ من النوع الثاني ب

ρو يدعى  ، بالخطأ من النوع الثاني = 1 −  β  بقوة اختبار الفرضية𝐻0  مقابل
𝐻1  الموافق لمنطقة الرفض المحددة بالحجمα. 

 C̀ ـو لمنطقة القبول ب  C ـ: نرمز لمنطقة الرفض بملاحظة 
، أصغر ما يمكن  α ،β فيه كون تو هو الذي ، و نحاول أن نجد أفضل اختبار 

في آن واحد إلا إذا كبرنا حجم  α  ،β  نِّ و لكن وجد أنه لا يمكن تصغير الخطأيْ 
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ستراتيجية تحديد إحصائيون و هذا غير ممكن دوما  . لذلك اعتمد الإ، العينة 
الرفض التي تجعل من الخطأ  ثم البحث عن منطقة،  αالخطأ من النوع الأول 

 من النوع الثاني أصغر ما يمكن .

 الاختبارات الوسيطية : :  3.6.4)

المتعلقة بوسطاء المجتمعات الإحصائية  الإحصائيةهنا سيتم اختبار الفرضيات 
وسيطا  لمجتمع  θفإذا كان  ،علما  أن طبيعة توزيعات تلك المجتمعات معروفه 

𝐻0و كانت لدينا الفرضية موضع الاختبار :  ، إحصائي ∶  𝜃 =  𝜃0  فإن
 تكون على ثلاثة أنواع : 𝐻1الفرضية البديلة 

a.  الفرضية البديلة ذات الطرفين ) من جانبيين ( : أي𝐻1 ∶  𝜃 ≠  𝜃0  و هنا
في  αفإننا نضع نصف  ،مستوى المعنوية و كانت  دالة الاختبار  αمن أجل 

 دالة الاختبار  .كل طرف من طرفي توزيع 

فإننا  𝜃0 حول ( يمثل منحني الكثافة لدالة الاختبار 4-3فمثلا  إذا كان الشكل )   
 بحيث يكون  𝐾1  ،𝐾2نحدد 

𝑃 [𝜃0 < 𝐾1 ] = 𝑃 [𝜃0 > 𝐾2 ] =  𝛼
2⁄  
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المحسوبة من العينة بين  θ0ت قيمة دالة الاختبار عإذا وق H0ونقبل الفرضية    

K1 ، K2  و نرفضH0  إذا وقعت قيمةθ0 ة المظللة التي تمثل في المنطق
 .منطقة الرفض

b.  الطرف الأيسر الأدنى : أي  منالفرضية البديلة𝐻1 ∶  𝜃 < 𝜃0 
كما في الشكل  𝜃0في الطرف الأيسر من توزيع دالة الاختبار  αو هنا نضع 

((4-4  

 

(3.4) 

4.4 
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𝑃 [𝜃0بحيث يكون   Kحيث تحدد  < 𝐾 ] =  𝛼   و نقبلH0   إذا كانت
إذا كانت القيمة  H0و نرفض ،  Kأكبر من  θ0قيمة إحصاء  الاختبار 

 .Kأصغر من  
c. الفرضية البديلة ذات الطرف الأيمن ) الذيل الأيمن ( الأعلى أي: 

 𝐻1 ∶  𝜃 > 𝜃0  و هنا نضعα  في الطرف الأيمن من توزيع دالة الاختبار
θ0 الذي يمثل مثلا  منحني دالة الكثافة لإحصاء ( 4-5) كما في الشكل

 θ0الاختبار 

 
 

< 𝑃 [ 𝜃بحيث يكون   Kحيث تحدد  𝐾 ] =  𝛼   و نقبلH0   إذا كانت
إذا كانت القيمة دالة  H0و نرفض  Kأصغر من  θ0قيمة إحصاء  الاختبار 

 . Kالاختبار أكبر من  
 
 
 
 

5.4 
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 اختبارات حول المتوسط :( : 4.6.4

 :معلوم 𝝈𝟐اختبارات حول متوسط مجتمع طبيعي تباينه ( : 1.4.6.4

, X ~ N (μليكن  σ2)  و𝜎2  معلوم و لتكنX1, X2  , … , Xn عشوائية عينة 
=  𝑍و يكون  X̅متوسطها  X عشوائي لمتغير

X̅ − μ
σ

√n⁄
 ~ 𝑁 (0,1  )  

 : µحصاء الاختبار لفرضيات تتعلق بالمتوسط إيصلح أن يكون  X̅حيث 

 حالات :وسوف نميّز ثلاث 
𝐻0من أجل اختبار   -1 ∶  𝜃 =  𝜃0  ضد الفرضية𝐻1 ∶  𝜃 ≠  𝜃0   و عند

و الاختبار من الطرفين ستكون قيمة إحصائية الاختبار  αمستوى المعنوية 
𝐻0 :       𝑍0تحت صحة  =

𝑋̅ − 𝜇0

𝜎
√𝑛⁄

  

مستوى المعنوية و الاختبار من الطرفين و التوزيع طبيعي  αو من أجل 
 هي : 𝐻0 ـستكون منطقة القبول ل ،معياري لإحصائية الاختبار 

[𝑍𝛼
2⁄ , 𝑍1−𝛼

2⁄ ] 

[    : 𝐻0 ـو منطقة الرفض ل − ∞  , 𝑍𝛼
2⁄ [  V  ]𝑍1−𝛼

2⁄   , +∞  [  

 .( تعني أو  V) حيث 

إذا علمنا أن وزن قطعة غذاء من نوع معين لها التوزيع الطبيعي  :(4-10مثال )
قطعة غذاء من هذا   16 و لدى معاينة عينة تحوي  ،  G 5بانحراف معياري 

عند مستوى المعنوية  :و المطلوب G 244 تبين أن متوسط وزنها هو  ،النوع 
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𝛼 = 𝐻0اختبر صحة الفرضية   0.05 ∶  𝜇 = ضد الفرضية   250 
𝐻1: 𝜇 ≠  250 

 هنا الاختبار من الطرفين و يكون من أجل الحل :

α = 0.05  
 

⇒   1 − 𝛼 2⁄ = 0.975   
 

⇒ 𝑍0.975 = 1.96  

 𝐻0تحت صحة حصائية الاختبار هنا  إ قيمة و

  𝑍0 =
𝑋̅ − 𝜇0

𝜎
√𝑛⁄

    =
244   −  250   

5
√16

⁄
=  −4.8              

= 𝛼ومن أجل  و الاختبار من الطرفين و التوزيع طبيعي معياري  0.05
 : 𝐻0للفرضية  منطقة القبول  ستكون ،  لإحصائية الاختبار 

[𝑍𝛼
2⁄ , 𝑍1−𝛼

2⁄ ]   =    [ −1.96   , 1.96  ]  

[ : و منطقة الرفض − ∞ , −1.96 [  𝑉 ] 1.96 , +∞ [     

𝑍0و بمقارنة  = تنتمي لمنطقة  𝑍0مع مناطق الرفض و القبول نجد أن  4.8− 
𝜇 أي    𝐻1و نقبل  𝐻0الرفض من جهة اليسار و منه نرفض  ≠ و  250 

𝜇كون الرفض من جهة اليسار فإن  <  250 . 

𝐻0لاختبار  -2 ∶  𝜇 =  𝜇0  ضد الفرضية𝐻1 ∶  𝜇 < 𝜇0  عند مستوى
تنتمي  𝑍0حصائية الاختبار إعندما تكون قيمة  𝐻0فإننا نرفض  ،αالمعنوية 
[للمنطقة   − ∞  , 𝑍α[  و نقبل𝐻0   إذا كانت𝑍0  تنتمي للمنطقة

]   𝑍α , + ∞ [ 
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𝐻0لاختبار  -9 ∶  𝜇 =  𝜇0  ضد الفرضية𝐻1 ∶  𝜇 > 𝜇0    عند مستوى
تنتمي  𝑍0حصائية الاختبار إندما تكون ع 𝐻0فإننا نرفض  ، αالمعنوية 
, 𝑍1−α [للمنطقة  [تنتمي للمنطقة  𝑍0إذا كانت  𝐻0و نقبل  ]  ∞+   −

∞   ,   𝑍1−α[. 

تدل الدراسات أن وزن الطفل عند الولادة يخضع للتوزيع الطبيعي  (: 4-11مثال )
طفلا    16 و عند معاينة   K.G 0.6و انحراف معياري  K.G  3.2بمتوسط 

 3.5ن لنظام غذائي جديد تبين أن متوسط الوزن بهذه العينة عأمهاتهم خض

K.G  سهم بتحسين متوسط أالنظام الغذائي الجديد قد  ن  : إِّ هل يمكننا القول
= αد مستوى الأهمية نوزن الطفل ع 0.025  . 

𝐻0هنا نختبر  الحل : ∶  𝜇 = 𝐻1   مقابل الفرضية 3.2  ∶  𝜇 > 3.2  
= α  و عند   و الاختبار من اليمين  0.025

Zإن إحصائية الاختبار هنا   =  
x̅ −μ

σ
√n⁄

 ~ N ( 0  , 1) 

 ستكون : 𝐻0و قيمة إحصائية الاختبار تحت صحة  

𝑍0 =  
𝑥̅ − 𝜇0

𝜎
√𝑛⁄

=
3.5 − 3.2 
0.6

√16
⁄

 = 2  

= αو عند مستوى معنوية  و الاختبار من الطرف الأيمن و التوزيع  0.025
 : من الشكل 𝐻0ستكون منطقة القبول  ،طبيعي معياري لإحصائية الاختبار 

  ] − ∞, 𝑍1−α] = ]  − ∞  , 𝑍0.975 ] = [ −∞ , ومنطقة الرفض [ 1.96
𝐻1 1.96 [   من الشكل , +∞ [ 
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𝑍0و بمقارنة  = تنتمي لمنطقة  𝑍0مع مناطق الرفض و القبول نجد أن   2
μأي  𝐻1ننا نقبل إأي  𝐻0رفض  > و هذا يعني أن النظام الغذائي ،  3.2

 وزن الطفل عند ولادته . سهم في تحسينأالجديد قد 

 : اتملاحظ

≤ 𝑛إذا كان المجتمع غير طبيعي و . 1 نطبق مبرهنة النهاية المركزية   30
𝑍  :حصاء ليكون الإ =  

𝑥̅ − 𝜇
𝜎

√𝑛⁄
 ≈  𝑁 ( 0  , 1) 

مجهولا  ) سواء كان المجتمع  𝜎2في الحالة التي يكون فيها تباين المجتمع . 2
≤ 𝑛و من أجل )، أم غير طبيعي (  ا  طبيعي هو  𝑆2( فإن تباين العينة   30

من العينة و  𝑆2بقيمة  𝜎2و لذلك يمكن الاستعاضة عن ،  𝜎2 ـتقدير جيد ل
 يجرى اختبار الفرضية حول المتوسط تماما   كما سبق .

إذا كان متوسط المدة اللازمة لاستجابة المريض لدواء مهدئ  ( : 4-12مثال )
فكان متوسط ، مريضا   64ى لع بَ رِّ و جُ ،  جديد   اقترح دواء  ، دقائق   5 هو 

 1.2دقيقة و بانحراف معياري قدره  4.7 المدة اللازمة لاستجابة المريض هو 
= αهل الدواء الجديد المقترح أفضل من القديم عند مستوى الأهمية . فدقيقة

 ؟ 0.01

 الحل:
𝐻0هنا نختبر صحة الفرضية  ∶  𝜇 =  مقابل الفرضية البديلة 5 

 𝐻1 ∶  𝜇 < = αو من أجل   5  1يكون   0.01 − α = 0.99    

𝑍0.99حيث  = 𝑍  و إحصائية الاختبار : 2.33 =  
𝑥̅ − 𝜇
𝜎

√𝑛⁄
 ~ 𝑁 ( 0,1) 
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𝐻0  :𝑍0حصائية الاختبار تحت صحة إو قيمة  =  
4.7  − 5  

1.2
8⁄

=  −2 

,𝐻0  :[   𝑍𝛼و منطقة قبول  +∞  [ = [ −2.33 , +∞ [  

𝑍0 وبملاحظة أن   ∈  [ −2.33 , نْ ثَمّ و ،  𝐻0نقبل  فإننا   ] ∞+ فالنظام مِّ
 لتهدئة .لالجديد ليس أفضل من النظام القديم 

 ( :4-13مثال ) 

متوفى أن متوسط العمر لهؤلاء كان  100 تبين من عينة عشوائية من الحجم 
العمر  سطسنة . فهل يشير هذا إلى أن متو  8.9سنة بانحراف معياري   71.8

= αسنة بمستوى الأهمية   70 الآن أكبر  من   ؟0.05

𝐻0لدينا الفرضية الابتدائية ) الأساسية أو فرضية العدم ( :  الحل : ∶  𝜇 =

𝐻1و الفرضية البديلة   70  ∶  𝜇 > حصائية و مستوى الأهمية ) الدلالة الإ 70
= αأو مستوى المعنوية ( :  0.05 

𝑍حصائية الاختبار هنا  إإن  =  
𝑥̅ − 𝜇
𝜎

√𝑛⁄
 ~ 𝑁 ( 0,1)  حصائية الاختبار إو قيمة

𝐻0 :𝑍0تحت صحة  =  
71.8 − 70 
8.7

√100
⁄

= 2.02 

= αو عند مستوى الأهمية  و الاختبار من جهة اليمين و التوزيع طبيعي  0.05
   هي : 𝐻0ستكون منطقة قبول  معياري لإحصائية الاختبار

]   − ∞   ,   𝑍1−𝛼
2⁄ [ = ] −  ∞  , 𝑍0.95  ] = ]  −  ∞  , 1.65 ]  

𝑍0و بمقارنة  =  رج هذه المنطقة .اخ 𝑍0نجد أن  𝐻0مع منطقة قبول   2.02
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ن متوسط إِّ أي ،  𝐻1و نقبل  𝐻0و منه نرفض ، أي تقع في منطقة الرفض 
 . %95سنة و بثقة   70 العمر الآن أكبر فعلا  من 

 :مجهول 𝝈𝟐اختبارات حول متوسط مجتمع طبيعي تباينه ( : 2.4.6.4

,X1رأينا سابقا  أنه إذا كانت   X2  , … , Xn من  عشوائية عينةX  حيث
X ~ N (μ, σ2) متوسطها 𝑥̅  و تباينهاσ2,    𝑆2 حصاء مجهول  أن الإ

𝑇    ستيودنت =  
𝑥̅ − 𝜇 
𝑆

√𝑛
⁄

~ 𝑇( 𝛾=𝑛−1)        ; ( 𝑛 <  30 )  

متوسط مجتمع طبيعي تباينه  𝜇حصاء يستخدم لاختبار فرضيات حول و هذا الإ
σ2   و يعتمد كإحصاء للاختبار وفق : ، مجهولا 

𝐻0إذا كانت  -. ∶  𝜇 =  𝜇0   مقابل الفرضية البديلة𝐻1 ∶  𝜇 ≠  𝜇0  عند
  α مستوى المعنوية 

𝑇0تكون     𝐻0ت صحة ححصائية الاختبار تإإن قيمة  =  
𝑥̅ − 𝜇0

𝑆
√𝑛

⁄
  . 

و الاختبار من الطرفين و التوزيع لإحصائية  αو من أجل مستوى المعنوية 
𝛾 ـالاختبار لستيودنت ب = 𝑛 −  درجة من الحرية 1

𝐻0           :[  𝑡αتكون منطقة قبول 
2

⁄
(𝛾), 𝑡

1−
α

2
⁄

(𝛾)  ]   

[:  𝐻0و تكون منطقة رفض  −  ∞  , 𝑡α
2

⁄
(𝛾)[  V  ]𝑡

1−
α

2
⁄

(𝛾)   , + ∞ [ 

مع مناطق الرفض و القبول لاتخاذ القرار المناسب كما رأينا في   𝑇0ثم نقارن 
 (4-6 الفقرة السابقة و كما في الشكل ) 
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 1( 6.4) الشكل

𝐻0إذا كانت  -0 ∶  𝜇 =  𝜇0 مقابل الفرضية البديلة 𝐻1 ∶  𝜇 < 𝜇0 عند
[  هي 𝐻0 والاختبار من الطرف الأيسر إن منطقة الرفض α مستوى المعنوية −

 ∞  , 𝑡α(𝛾)[  و منطقة القبول[  𝑡1−α(𝛾)   , ( 4-7كما في الشكل ) ] ∞ +
 :حيث

 𝑡α(𝛾) =  − 𝑡1−α(𝛾) 

 

 1( 7.4) الشكل
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𝐻0إذا كانت  -3 ∶  𝜇 =  𝜇0   مقابل الفرضية البديلة𝐻1 ∶  𝜇 > 𝜇0    عند
هي  𝐻0و الاختبار من الطرف الأيمن إن منطقة الرفض  αمستوى المعنوية 

[  𝑡1−α(𝛾)   , [ومنطقة القبول    ] ∞ + −  ∞  , 𝑡1−α(𝛾)[  كما في الشكل 

  ( 8-4) 

 

 

 2( 8.4) الشكل

تدعي شركة لإنتاج البطاريات التي تستخدم في الأجهزة الطبية  :( 4-14مثال)
سنوات أخذت   3 بأن عمر البطارية من إنتاجها له التوزيع الطبيعي بمتوسط 

فكانت أعمارها  ،بطاريات   6 هذه الشركة تحوي  إنتاجعينة عشوائية من 
 :  يأتيكما    بالسنوات

3.5 4.0 0.9 2.9 1.9 3.8 

هل نستنتج بأن الشركة تبالغ في ادعائها بالنسبة لمتوسط عمر البطاريات التي 
= αتنتجها عند مستوى المعنوية   ؟.  0.01

𝐻0هنا سنختبر  :الحل ∶  𝜇 = 𝐻1مقابل الفرضية البديلة   3  ∶  𝜇 < عند    3
= αمستوى المعنوية   و الاختبار من الطرف الأيسر 0.01
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 α = 0.01   , 1 − 𝛼 = 0.99  , 𝛾 = 𝑛 − 1 = 6 − 1 = )من جدول 5
 ستيودنت (  

𝑡0.01(5)  =  −𝑡0.99(5) =  −3.365  

 من العينة المعطاة نجد أن 𝑥̅  ،𝑆2و بحساب 

𝑥̅ = 2.833     ,       𝑆 = 1.213  

𝑇 حصائية الاختبار هنا    إو  =  
𝑥̅ − 𝜇 
𝑆

√𝑛
⁄

~ 𝑇( 𝛾=𝑛−1)ستيودنت   

 تكون قيمة إحصائية الاختبار 𝐻0و تحت صحة 

𝑇0 =  
𝑥̅ − 𝜇0

𝑆
√𝑛

⁄
 =  

2.833  − 3   
1.213

√6
⁄

 =  −0.337  

= αو من أجل مستوى المعنوية  و الاختبار من الطرف الأيسر و     0.01
𝛾التوزيع لإحصائية الاختبار هو ستيودنت ب  =  تكون  درجة من الحرية  5

, 𝐻0  :[ 𝑡α(𝛾)منطقة قبول   + ∞ [ = [ −3.365 , +∞[   

[:  𝐻0و منطقة رفض  −  ∞ , 𝑡α(𝛾)[ = ] − ∞ , −3.365 [      

𝑇0وبمقارنة  = تقع في  𝑇0مع مناطق الرفض و القبول نجد أن  0.337− 
نْ ثَمّ و ، منطقة القبول   .ي أن الشركة لم تبالغ في ادعائهاو هذا يعن،  𝐻0نقبل  مِّ

إنتاج عشر شجيرات لصنف جديد من  تييمثل البيان الآ ( :4-15مثال )
 الخضار مقيسا  بالكيلوغرام :

2.2 2.1 3.0 4.1 3.9 2.7 3.1 2.3 4.2 1.9 
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الخضار له  منفي مجتمع شجيرات هذا الصنف  الإنتاجفإذا علمنا أن قياسات 
μتوزيع طبيعي بمتوسط  = 3K.G  الصنف الجديد أفضل  إنتاجفهل نستنتج بأن

αمن القديم بمستوى أهمية   = 0.05 . 

𝐻0هنا سنختبر  الحل: ∶  𝜇 = 𝐻1مقابل الفرضية البديلة   3  ∶  𝜇 > 3    
= αعند مستوى المعنوية  1فإن  0.05 − α = و الاختبار من    0.995

𝛾 الطرف الأيمن = 𝑛 − 1 = 10 − 1 =  من جدول ستيودنت 9

𝑡1−α(𝛾)  =  𝑡0.995(9) =  3.250  

𝑥̅من البيان المفروض نجد أن   𝑥̅  ،𝑆2و بحساب  = 2.95  ,       𝑆 = 0.862 

 :تكون  𝐻0حصائية الاختبار تحت صحة إو قيمة 

𝑇0 =  
𝑥̅ − 𝜇0

𝑆
√𝑛

⁄
 =  

2.95  − 3   
0.862

√10
⁄

=  −0.183  

= αو من أجل مستوى المعنوية  و الاختبار من الطرف الأيمن و  0.05
𝛾 ـالتوزيع لإحصائية الاختبار هو ستيودنت ب =   درجة من الحرية تكون   9

  من الشكل: 𝐻0منطقة رفض 

[𝑡1−α(𝛾) , + ∞ [ = ]𝑡0.995(9)  , +∞ ]   =]  3.250  , +∞[  

[:𝐻0و منطقة قبول  −  ∞ , 𝑡0.995(9) ]  = ]  − ∞ ,   3.250 [      

𝑇0وبمقارنة  = لمنطقة مع مناطق الرفض و القبول نجد أنها تنتمي   0.183− 
μأي  𝐻0القبول  = و هذا يعني أن الصنف الجديد ليس أفضل من ،   3

 نتاج .القديم في الإالصنف 
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 :(𝑷اختبارات حول النسبة في المجتمع )وسيط متغير برنولي  (5.6.4

فمثلا  رجال السياسة ، إن مثل هذه الاختبارات مرغوبة في العديد من المجالات 
و الطبيب يهتم بمعرفة نسبة  ،يهتمون بمعرفة نسبة المقترعين لصالح مرشح معين 

ولقد رأينا مسبقا  . نجاح حملة تلقيح معينة أو طريقة علاج مرض معين ... إلخ 
𝑝̂أن  =  𝑥̅  =  

𝑦

𝑛
متوسط   𝑥̅عدد النجاحات و   𝑦. حيث  p ـمقدر منصف ل  

≤ 𝑛العينة المسحوبة من مجتمع برنولي و من أجل  يكون للمتغير   30
 العشوائي 

𝑍 =  
𝑝 ̂−𝑝

√
𝑝 ̂( 1−𝑝 ̂)

𝑛

 =   
𝑦−𝑛𝑝

√𝑛𝑝 ̂( 1−𝑝 ̂)
  ≈ 𝑁 ( 0 , 1)  

𝐻0أي  pلاختبار فرضيات حول  ،حصاء الاختبار إو هو  ∶  p =  p0 

 :  𝐻0و تكون قيمة إحصاء الاختبار تحت صحة 

Z0  =   
p ̂−p0

√
p0( 1−p0)

n

  =   
y−np0

√np0( 1−p0)
  

 ( : البديل و يمكن أن نميز ثلاث حالات ) حسب نوعيه الاختبار

H0من أجل  . 1 ∶  p =  p0   مقابل الفرضية البديلةH1 ∶  p ≠  p0   عند
من  𝐻0هنا الاختبار من الطرفين ستكون منطقة قبول   ، αمستوى المعنوية 

𝑍α] الشكل :
2

⁄
  , 𝑍

1− 
α

2
⁄

 من الشكل :  𝐻0 ـو منطقة الرفض ل [

]  − ∞ ,   𝑍α
2

⁄
[  𝑉 ]𝑍

1− 
α

2
⁄

 , + ∞ [  

 .المناسب كما رأينا مسبقا   القرارمع مناطق الرفض و القبول لاتخاذ  𝑍0 نقارن و 
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H0من أجل  . 2 ∶  p =  p0   مقابل الفرضية البديلةH1 ∶  p < p0   عند
 𝐻0 ـهنا الاختبار من الطرف الأيسر  ستكون منطقة قبول ل ، αمستوى المعنوية 

,   𝑍α ]من الشكل :   من الشكل : 𝐻0 ـو منطقة الرفض ل    ] ∞ +

 ]  − ∞ ,   𝑍α  [   

 مع مناطق الرفض و القبول لاتخاذ القرار المناسب . 𝑍0 نقارن و 

H0من أجل  . 3 ∶  p =  p0   مقابل الفرضية البديلةH1 ∶  p > p0   عند
 𝐻0 ـهنا الاختبار من الطرف الأيمن  ستكون منطقة قبول ل ،αمستوى المعنوية 

[من الشكل :    − ∞  , 𝑍1− α  ]   ـو منطقة الرفض ل 𝐻0  : من الشكل
]  𝑍1− α  , + ∞ [   

 مع مناطق الرفض و القبول لاتخاذ القرار المناسب . 𝑍0 نقارن و 

بأن أحد أدويتها الخاصة بمعالجة ، : تدعي شركة لصناعة الأدوية (4-16مثال )
الأشخاص من   0.80ـتحدث استجابة خلال فترة قصيرة ل ،أحد الأمراض

و لاختبار صحة هذا الادعاء أخذت عينة عشوائية ، المصابين بالمرض المدروس
من   110فوجد أن  ،مريضا  بهذا المرض و جرب عليهم هذا الدواء   150 من 

فهل هذه النتائج تدعم صحة  ،للمعالجة خلال الفترة المفروضة  واالمرضى استجاب
= αادعاء الشركة بمستوى   من الأهمية ؟    0.01

H0هنا نختبر الفرضية  الحل: ∶  p = H0مقابل   0.80  ∶  p ≠ و    0.80 
 عند مستوى المعنوية 

α = 0.01 ⇒   
α

2
⁄ = 0.005 ⇒   1 − 

α
2

⁄ = 0.995  ⇒  
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𝑍0.995 = 2.58    , 𝑍0.005 = −2.58  

=  𝑍      حصائية الاختبار :إو 
𝑦−𝑛𝑝

√𝑛𝑝( 1−𝑝)
 ≈ 𝑁 ( 0 , 1) 

 تكون قيمة إحصائية الاختبار  𝐻0و تحت صحة 

𝑍0 =  
110−( 150 ).( 0.80 )

√( 150 ).( 0.80 ).( 0.20 )
=  −2.04  

= αو من أجل  و الاختبار من الطرفين و التوزيع لإحصائية الاختبار  0.01
 هو طبيعي معياري :

[:  𝐻0ستكون منطقة رفض   − ∞ , −2.58  [  𝑉 ]2.58  , + ∞ [   

 𝐻0   :[ −2.58    ,   2.58  ]و تكون منطقة قبول 

𝑍0و بمقارنة   = تنتمي  𝑍0مع مناطق الرفض و القبول نجد أن    2.04 −
ذا يعني أن ادعاء الشركة و ه،  𝐻1و نرفض  𝐻0و منه نقبل ،  لمنطقة القبول

 .صحيح  

من إجمالي السكان يفضلون السكن داخل  % 54إذا كان   ( :4-17مثال )
يعتقد أن تغيرا  قد طرأ على  ،ف البيئية من تلوث و ضجيجو و نظرا  للظر  ،المدينة 

  1000 تم سؤال عينة عشوائية من  ،و لاختبار هذا التغيير  ،هذه النسبة 
ممن يفضلون السكن في المدينة   480 شخص من سكان هذه المدينة فكان منهم 

و المطلوب عند مستوى المعنوية  ،ريف المدينة  فييفضلون السكن   520 و 
α = هل نسبة من يفضلون السكن في المدينة أصبحت أقل مما كانت  ، 0.05

 عليه في البداية ؟ 
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H0هنا ستختبر  الحل : ∶ p = H1مقابل    0.54 ∶ p < عند مستوى  0.54
= αالمعنوية  1و الاختبار من الطرف الأيسر حيث  0.05 −  α = 0.95  

  و إحصائية الاختبار
Z =  

p ̂−p

√
p  q

n

~ N ( 0 , 1)          , (  q = 1 − p   )   حيث  

 : 𝐻0و قيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 
𝑍0  =   

𝑝 ̂−𝑝0

√
𝑝0𝑞0

𝑛

  =   
0.48−0.54 

√
( 0.54 ).( 0.46 )

1000

=  −3.82  

= αو من أجل مستوى الأهمية   و الاختبار من الطرف الأيسر و  0.05
 من  𝐻0ستكون منطقة رفض  ، حصائية الاختبار هو طبيعي معياري التوزيع لإ
[ الشكل : − ∞ , 𝑍α[=] − ∞ , 𝑍0.05[=] − ∞ , −1.65[  

, 𝑍α ]   من الشكل : 𝐻0و منطقة قبول  +∞ [ = [ −1.65 , +∞ [  

𝑍0و بمقارنة   = تنتمي  𝑍0مع مناطق الرفض و القبول نجد أن    3.82− 
نْ ثَمّ و ،  H0لمنطقة رفض  p  أي H0نرفض مِّ = p يأ H1ونقبل    0.54 <

 في المدينة .بنسبة من يفضلون السكن  أي هناك تراجع  0.54

 اختبارات حول تباين مجتمع طبيعي وسيطاه مجهولان :( 6.6.4

,X1رأينا في بداية هذا الفصل أنه من أجل عينة عشوائية  X2  , … , Xn  منX 
,𝑋 ~ 𝑁 (𝜇حيث  σ2  ) العينة ومتوسط X̅   وتباينها𝑆2  سيكون للإحصاء 

𝜘2  =  
( 𝑛−1 )𝑆2

σ2
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𝛾 ـمربع ب –توزيع كاي = 𝑛 − و لذلك سنستخدم هذا  ،درجة من الحرية  1
 : لآتيةو سنميز الحالات ا σ2بـ الاحصاء كدالة اختبار لفرضيات تتعلق

𝐻0من أجل اختبار. 1 ∶ σ2 = σ0
𝐻1مقابل الفرضية البديلة   2 ∶ σ2 ≠

 σ0
هنا الاختبار من الطرفين ستكون  و،  αعند مستوى الأهمية    2
 حصائية الاختبار  إ

𝜘2  =  
( 𝑛−1 )𝑆2

σ2
  ~  𝜘2  

(𝛾=𝑛−1)  

𝐻0  :𝜘0و ستكون قيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 
2 =  

( 𝑛−1 )𝑆2

σ0
2

 

و الاختبار من الطرفين و التوزيع لإحصائية  αو من أجل مستوى الأهمية 
𝛾 ـمربع ب –الاختبار هو كاي = 𝑛 − منطقة  درجة من الحرية ستكون  1

 : 𝐻0 ـالرفض ل
  ] 0 , 𝜘

α
2

⁄

2 ( 𝑛 − 1 )[   𝑉  ]𝜘
1−

α
2

⁄

2 ( 𝑛 − 1 )  , + ∞  [ 

𝐻0 :  [𝜘و منطقة قبول الفرضية 
α

2
⁄

2 (  𝑛 − 1 )    , 𝜘
1−

α
2

⁄

2 (  𝑛 − 1 )] 

𝜘0ثم نقارن قيمة إحصائية الاختبار الناتجة 
 ـمع مناطق الرفض و القبول ل 2

𝐻0  لاتخاذ القرار المناسب لقبول أو رفض𝐻0 ( 4-9كما في الشكل . ) 
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 9 (9.4) الشكل

𝐻0و لاختبار. 2 ∶ σ2 = σ0
𝐻1مقابل الفرضية البديلة   2 ∶ σ2 < σ0

عند    2
 و هنا الاختبار من اليسار  αمستوى الأهمية 

,  𝐻0   :]  0 ـستكون منطقة الرفض ل   𝑥𝛼
2( 𝑛 − 1 ) [         

𝐻0         :[   𝑥𝛼و منطقة قبول الفرضية   
2( 𝑛 − 1 )  , + ∞  [ 

 ( . 4- 10 كما في الشكل )   
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 4 (10.4) الشكل

𝐻0و لاختبار. 3 ∶ σ2 = σ0
𝐻1مقابل الفرضية البديلة    2 ∶ σ2 > σ0

2   
و هنا الاختبار من الطرف الأيمن ستكون منطقة الرفض  αعند مستوى الأهمية 
𝐻0 :[   𝜘 ـل

1−α
2 ( 𝑛 − 1 )  , + ∞  [ 

,  𝐻0  : ]  0و منطقة قبول الفرضية     𝜘
1−α
2 ( 𝑛 − 1 ) [ 

 ( . 4- 11 كما في الشكل )    

 
 (11.4) الشكل
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  ( :4-18مثال )
يجب  أن تكون  ةينتج معمل الأدوية نوعا  من العلاج يحتوي على مادة فعال

بشكل دقيق . و لدراسة مدى دقة المصنع في إضافة كمية المادة الفعالة  محددة
قام المسؤولون في المصنع بتحليل عينة ، حبة من حبوب  هذا العلاج كل إلى 
فوجدوا أن الانحراف المعياري لكمية هذه المادة في الحبوب ، حبة   30 من 

 استخدم هذه المعلومات لاختبار صحة الفرضية  ،1.30M.Gيساوي 
𝐻0 ∶ σ2 = 𝐻1مقابل الفرضية  1.50 ∶ σ2 < عند مستوى الأهمية   1.50 

α)المعنوية(  =  ؟  0.05

  الحل:

αبما أن  = 𝛾و  0.05 = 𝑛 − 1 = و الاختبار من الطرف الأيسر   29
 عندئذ:

𝜘
α
2(𝑛 − 1) =  𝜘0.05

2 (29) = 17.7  

𝛾مربع عند  -) من جدول كاي =  درجة من الحرية ( .    29

=  𝑥2   ستكون و إحصائية الاختبار   
( 𝑛−1 )𝑆2

σ2
  ~  𝑥2  

(𝛾=𝑛−1)       

 ستكون :  𝐻0وقيمة إحصائية الاختبار تحت صحة  

𝑥0
2 =  

( 𝑛−1 )𝑆2

σ0
2

=  
(29) .  (1.3)2

1.5
= 32.673  

αو من أجل مستوى معنوية  = و الاختبار من الطرف الأيسر و التوزيع  0.05
𝛾 ـمربع ب -حصائية الاختبار هو كايلإ = درجة من الحرية ستكون منطقة   29
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,  0  [  :من الشكل  𝐻0رفض  𝜘
α
2( 𝑛 − 1 )[= ]0  , و منطقة قبول  ] 17.7

𝐻0  : من الشكل   [  𝜘
α
2( 𝑛 − 1 )  , + ∞ [ =  [ 17.7  , +∞ [ 

𝑥0و بمقارنة إحصائية الاختبار الناتجة   
2 = مع مناطق الرفض و   32.673

𝑥0نجد أن   𝐻0 ـالقبول ل
نْ ثَمّ و ،  𝐻0تقع في منطقة قبول  2 و  𝐻0نقبل مِّ

σ2أي   𝐻1نرفض  = 1.50 . 
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 تمارين غير محلولة ) للقسم العملي ( :( 7.4

سا  يشجيرات من نوع معين من الخضار مق  10يمثل البيان التالي إنتاج . 1
 :كيلوغرامبال

3.3  ,  3.6 , 3.2 ,  4.1 ,  5.0 , 2.9 , 3.7  ,  2.9  ,  4.3 ,   4.0  

في مجتمع ) جمهرة ( الشجيرات تتوزع طبيعيا  بتباين  الإنتاجإذا علمنا أن قياسات 
 المطلوب :ف   0.40 

 للشجيرة .  µنتاج الحقيقي الإمجال ثقة حول متوسط % 95 أوجد  -أ

بحيث لا يتجاوز  µما حجم العينة المناسب لتقدير متوسط إنتاج الشجيرة  -ب
 . % 95 و بثقة    K810 ما مقداره   µالخطأ الأعظمي المرتكب لتقدير 

 ةفأرا  تجريبيا  لنظام غذائي معين خلال الأشهر الثلاث 0.خضعت عينة من  .2
ن كل فأر بالغرام و كانت كما و قيست الزيادة في وز  ،الأولى من حياتها 

 : أتيي

55 ,  62 ,  54 ,  58 ,  65 ,  64 ,  60 , 62 , 59 , 67 , 62 , 61   

 و المطلوب : 

 ةالثلاثشهر الأمجال ثقة لمتوسط الزيادة في الوزن خلال  % 90 عين  -أ
علما   ،ه العينة منالأولى من حياة الفئران في مجتمع الدراسة الذي جاءت 

 بأن الزيادة بالوزن تتبع التوزيع الطبيعي .

و بخطأ لا  % 90 ما حجم العينة المناسب لتقدير المتوسط أعلاه بثقة  -ب
 غرام . 2يتجاوز 



256 
 

كان متوسط  ،مريضا  مصابا  بمرض الإيدز  36من عينة عشوائية مؤلفة من . 3
ة و بانحراف معياري نس  2.6 بالمرض هو  الإصابةالعمر الذي قضوه بعد 

 سنة و المطلوب : 0.3

ي الذي يقضيه مريض متوسط العمر الحقيق µمجال ثقة حول % 99 أوجد  -أ
 صابة بالمرض . الإيدز بعد الإ

 ؟0.05 و بخطأ لا يتجاوز % 99  بثقة  µحجم العينة المناسب لتقدير  ما -ب

في دراسة حول التخلف العقلي لدى حديثي الولادة و الناتج من عدوى وراثية . 4
 حالات من عينة مؤلفة من   4 عن طريق الصبغيات الأنثوية وجد أن هناك 

 مطلوب :و ال. طفل حديثي الولادة يعانون هذا التخلف العقلي   150

مجال ثقة للنسبة الحقيقية للمتخلفين عقليا  و الناتج من العدوى % 95 أوجد  -أ
 و فسر الناتج. ، الوراثية

 و بخطأ لا يتجاوز % 95 حجم العينة الملائم لتقدير هذه النسبة بثقة  ما -ب

 ؟ 0.001

على  دةو جالمو لتقدير تباين كمية النحاس المركز في نوع معين من النباتات . 5
 ،و حرقناها ، ةنبت  16 عينة مؤلفة من  اخترنا عشوائيا   ،ر اضفاف أحد الأنه

)   أتيفوجدنا كمية  النحاس المركز كما ي ، ةثم حللنا الرماد الحاصل لكل نبت
 :حسب وحدة قياس معينة (

             5  ,   3   , 34  ,  18  ,  27  , 14  ,    8  ,  50             
         38  ,  43  ,  35  ,  20  ,  70  , 25  ,  60  ,   19                

 فالمطلوب :  ،و بفرض أن المجتمع المدروس يتوزع طبيعيا  



25. 
 

الدال على كمية النحاس  𝜎2مجال ثقة حول التباين الحقيقي % 90 أوجد 
 .في هذا النوع من النباتات  جودتو الم

تدعي بأن خلال فترة  ،شركة لصناعة الأدوية المنظمة للضغط المرتفع . 6
و لاختبار هذا الادعاء تم  ،% 95 قصيرة يمكن أن ينتظم الضغط بنسبة 

و  ،ريض يعاني ارتفاع الضغط الشريانيم 200 اء على عينة من و تجريب الد
لهذا لمستخدمة منهم ضمن الفترة القصيرة ا 185 لوحظ انتظام الضغط عند 

: هل نقبل بصحة ادعاء الشركة عند مستوى الأهمية الادعاء و المطلوب
𝛼 =  ؟من الأهمية  0.05

ن يمنهم مصاب160 تم إيجاد  ،مدخن  500 من عينة عشوائية مؤلفة من . 7
مجال ثقة حول % 99 و المطلوب : أوجد  ،باختلاطات رئوية سببها التدخين 

و فسر  ، رئوية في مجتمع المدخنين النسبة الحقيقية للمصابين باختلاطات
 الناتج .

أخذت عينة عشوائية  ،من الأسبرين لكل حبة  % 30يخصص لدواء معين . 8
 فيها  الأسبرينفتبين أن متوسط كمية  ،و جرى تحليلها  ،حبة   16 من 

و المطلوب: هل يتفق هذا الدواء مع  0.008 بانحراف معياري  0.304
 من الأهمية . 0.01 المواصفات المطلوبة بمستوى 

فأعطي هذا الدواء  ،قام باحث طبي باختيار عقار جديد مضاد لأحد الجراثيم. 9
عشوائيا  من  وااختير  ة، وقدالمدروس الجرثومةأشخاص مصابين بنفس  10  ـل

. و الهدف من ذلك معرفة متوسط عدد الأيام  الجرثومةمجتمع المصابين بهذا 
 الجدول الذي يبين عدد الأيام  أتيو فيما ي. اللازمة للشفاء و تباينها 
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 اللازمة للشفاء للأشخاص الذين جرب عليهم هذا الدواء :

5  ,  7  ,  10  ,  10  ,  8  ,  6  ,  6  ,  5  ,  7  ,  9 

 طبيعيا  و المطلوب :و بفرض أن المجتمع المدروس يتوزع 

مجال ثقة حول متوسط عدد الأيام اللازمة للشفاء لمجتمع % 95 أوجد  -أ
 .و فسر الناتج  ،مستخدمي هذا العقار 

مجال ثقة حول تباين عدد الأيام اللازمة للشفاء لمجتمع % 95 أوجد  -ب
 .و فسر الناتج  ،مستخدمي هذا العقار 

الذين يتم تخديرهم لسن أن نصف الأشخاص الكبار في ا دعى باحثا. 10
 ،يعانون مضاعفات . و لاختبار هذا الادعاء ،استعدادا  للعمليات الجراحية 

 ،شخص خضعوا للتخدير من أجل العمل الجراحي 100 أخذت عينة من 
منهم حصلت لهم مضاعفات . و المطلوب : هل يمكننا قبول 36  فوجد أن

 .من الأهمية% 95 هذا الادعاء بمستوى 

متوفى كانوا مريضين  n = 100تبين من عينة عشوائية من الحجم . 11
 سنة بانحراف معياري قدره  52.8 بسرطان الرئة أن متوسط العمر لهؤلاء هو 

فهل يشير ذلك إلى أن متوسط عمر المصابين بسرطان الرئة هو  ،سنة  6.2
 (ذلك عند مستوى المعنوية )الأهميةو ، سنة  50أكبر من 

   𝛼 =  ؟ 0.05

تدعي شركة لصناعة الأدوية أن أحد أدويتها الخاصة بمعالجة التشنجات . 12
و لاختبار  ؛من المرضى  % 80 ـالعضلية تحدث استجابة خلال فترة قصيرة ل

  100 فوجد أن ، مريضا   160 أخذت عينة عشوائية من  ،هذا الادعاء 
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منهم قد حدثت لهم استجابة فعلا  خلال الفترة الزمنية المفروضة لدى استعمالهم 
= 𝛼 ) المعنوية ( الإحصائيةو المطلوب عند مستوى الدلالة  ،الدواء  0.01 

 دعاء الشركة .ا: قبول صحة  تيةاختبار الفرضية الآ

تم أخذ  ،بلد معين  في هدف تقدير متوسط كمية الخضاب في دم الأطفالب. 13
فوجد أن متوسط كمية خضاب  ،طفل من هذا البلد   100 عينة عشوائية من 

: أوجد  و المطلوب G 1.5 وبانحراف معياري قدره  12.5G الدم هو 
الحقيقي لكمية خضاب الدم عند أطفال  µمجال ثقة حول متوسط  % 95 

 و فسر الناتج ؟ ،البلد المدروس 

مولودا    49 لمعايرة التروكسين لدى  ،أجري اختبار في دار التوليد بدمشق . 14
𝑥̅فكان المتوسط الحسابي لهذه العينة  ،ذكرا   = بانحراف معياري    9.8

  µمجال ثقة حول المتوسط الحقيقي  % 99 و المطلوب: أوجد   3.10
 و فسر الناتج . ،لكمية التروكسين في مجتمع المواليد 

جراء تناوله أحد أنواع  مكن أن يكون رد فعل مريضمفي تجربة نفسية . 15
 و رغب الباحث في تقدير النسبة  ،  B أو   A أحد الشكلين  ،المنشطات

P   التي تدل على رد الفعل A  ،  مريض و كان   100 حيث جرب على 

 و المطلوب : ،   A رد فعل  امنهم قد أبدو   60

 و فسر الناتج .،   Pمجال ثقة حول % 90 أوجد  -أ

 ؟0.04وبخطأ لا يتجاوز  % 90 بثقة  Pما حجم العينة الملائم لتقدير  -ب

من سكان المدينة يفضلون السكن في  % 60ادعى باحث اجتماعي أن . 16
 فوجد ، شخص  200 ولاختبار هذا الادعاء أخذت عينة من  ، الريف 
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منهم يفضلون السكن في الريف . فهل يمكنا قبول ادعاء الباحث بثقة  110
 99 % . 

لوحظ أن معدل ، الوزن عند رواد الفضاء  انعدامعند القيام بمهمة اختبار . 17
ضربة بالدقيقة  27.33رائد فضاء يزداد بمعدل  12القلب ل  نخفقا

مجال % 99 و المطلوب : أوجد  ،ضربة بالدقيقة   4.28بانحراف معياري 
و ماذا نستنتج ؟ ، ثقة حول المتوسط الحقيقي لازدياد معدل خفقان القلب 

 . علما  بأن المجتمع المدروس طبيعي  

لدى مصنع لأدوية المضاد الحيوي رغبة كبيرة في معرفة فعالية الدواء و . 18
مريضا   و   12 جودة إنتاجه . و من أجل ذلك تم تجريب الدواء على 

 : تيمدة الفعالية لكل مريض كالآ تكان

8.9, 9.0, 9.1, 8.9, 9.1, 9.0, 9.0, 9.0, 8.9, 8.8, 9.1, 9.2 

ياري الحقيقي لقياس مدة مجال ثقة حول الانحراف المع% 90 أوجد 
 و فسر الناتج . ،الفعالية

  36 أخذت عينة عشوائية تتضمن  ،لتعبئة زجاجات الحليب المعقم  . آلة19
 فكان متوسط وزن الحليب في الزجاجة  ، الآلةزجاجة من إنتاج هذه 

495G  4 عياري مبانحرافG  : و المطلوب 

لوزن الحليب الذي تفرغه  µمجال ثقة حول المتوسط الحقيقي % 95 أوجد  -أ
 و فسر الناتج . ،في الزجاجة الواحدة الآلة

 ؟ 2Gو بخطأ لا يتجاوز % 99 بثقة  µما حجم العينة المناسب لتقدير  -ب

علاج مريض من مرض  إليها يرغب مشفى بتقدير عدد الأيام التي يحتاج. 20
مصابين  شخص300 و من أجل ذلك تم دراسة عينة عشوائية من ، معين 
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 و وجد أن متوسط عدد الأيام اللازمة للعلاج يساوي ، بالمرض المدروس 

مجال % 99 و المطلوب أوجد ، يوما    1.5و بانحراف معياري ، يوما   5.8
 .و فسر الناتج، لعدد أيام العلاج  µثقة حول المتوسط الحقيقي 

 همأن متوسط العمر ل ىمتوف   n = 100 تبين عينة عشوائية من الحجم . 21
فهل هذا يشير  ، أعوام 9عاما  بانحراف معياري قدره  00 عند الوفاة كان

و ذلك عند مستوى ، عاما   .0إلى أن متوسط العمر في المجتمع أكبر من 
= 𝛼المعنوية  0.05. 
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 ةالمحاضرة الثانية عشر 

 الخامسالفصل  
 مقارنة المتوسطات والنسب

Comparing Means And Proportion 

في هذا الفصل سوف ندرس مقارنة متوسطي مجتمعين إحصائيين أو نسبتي 
مجتمعين إحصائيين من خلال بناء مجالات ثقة حول الفرق بين المتوسطين أو 

وسوف نختبر فرضيات حول تساوي المتوسطين أو النسبتين ، الفرق بين النسبتين 
 تباع أسلوب مشابه لما رأيناه في الفصل السابق.اوذلك ب

 مجال الثقة حول الفرق بين متوسطي متغيرين عشوائيين:  1.5 :

في كثير من الأحيان نرغب في مقارنة متوسطي مجتمعين، كمقارنة متوسطي  
الدخل أو العمر في بلدين مختلفين أو مقارنة جودة الإنتاج لمصنعين أو مقارنة 

أجل ذلك لمعالجة مرض معين، ومن  نِّ يْ ءَ طريقتين في العلاج لمرض معين أو دوا
يلزم تعيين مجال ثقة للفرق بين متوسطي المجتمعين أو مجال ثقة للفرق بين 

 متوسطي المتغيرين العشوائيين الممثلين للمجتمعين المدروسين.

ائيين طبيعيين تبايناهما : مجال الثقة للفرق بين متوسطي متغيرين عشو 1.1.5
 معلومان:

متغيرا   Y، وكان  σ1 2وتباينه  μ1متغيرا  عشوائيا  طبيعيا  متوسطه  Xإذا كان  
𝜎2وتباينه μ2  عشوائيا  طبيعيا  متوسطه 

 عينة عشوائية من  X(n1)، ولتكن  2
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X ولتكن ،Y(n2)  عينة عشوائية منY والعينات مستقلة. وليكن ،X  متوسط
𝜎2و      σ1 2و   Yمتوسط العينة من  Yو  Xالعينة من 

 مان.معلو  2

 متغيران عشوائيان مستقلان وأن: Yو  Xعندئذ  

X~N ( μ1 ,
σ1 2 

n1
)     ;    Y~N (μ2,

 𝜎2
2

n2
) 

نْ ثَمّ و    مِّ
X − Y~N ( μ1 − μ2,

σ1 2 

n1
+

 𝜎2
2

n2
)  

 وأيضا  
Z =

(X−Y)−( μ1−μ2)

√ 
σ1 2 

n1
+

𝜎2
2

n2

~N(0,1)  

P ومن العلاقة الاحتمالية [−Z1−α
2⁄  ≤ Z ≤ Z1−α

2⁄ ] = 1 − α  
 بالعلاقة أعلاه نجد أن: Zوتعويض 

P [−Z1−α
2⁄  ≤

(X−Y)−( μ1−μ2)

√ 
σ1 2 

n1
+

𝜎2
2

n2

 ≤ Z1−α
2⁄ ] = 1 − α  

1)ومنه يكون  − α)  مجال ثقة حول( μ1 − μ2) :من الشكل 

(X − Y) − Z1−α
2⁄ . √ 

σ1 2 

n1
+

𝜎2
2

n2
 ≤ ( μ1 − μ2)  ≤  

                       (X − Y) + Z1−α
2⁄ . √ 

σ1 2 

n1
+

𝜎2
2

n2
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وكان للحد الأعلى  𝑎إذا كان الحد الأدنى لمجال الثقة له القيمة  (:1ملاحظة )
 أي   bللمجال القيمة 

𝑎 ≤ ( 𝜇1 − 𝜇2) ≤ 𝑏  

 هنا نميز ثلاث حالات:

𝜇1 فإن  𝑎, b > 0( إذا كان 1 − 𝜇2 > 𝜇1 ومنه   0 > 𝜇2   ، نْ ثَمّ و  مِّ
 نفسر الناتج وفق هذه النتيجة والثقة المفروضة.

𝜇1 فإن  𝑎, b < 0إذا كان   2) − 𝜇2 < 𝜇1 ومنه  ،   0 < 𝜇2  ، نْ ثَمّ و  مِّ
 نفسر الناتج وفق هذه النتيجة والثقة المفروضة.

1)عندئذ   b > 0و  𝑎 < 0إذا كان  3 ) − 𝛼)  ،يحوي المجال القيمة صفر ،
نْ ثَمّ و  1)باحتمال  مِّ − 𝛼) ـيمكن ل  𝜇1 − 𝜇2 = 𝜇1 أي  0 = 𝜇2  ،
نْ ثَمّ و   لا فرق بين المتوسطين. مِّ

 ،يكون فيها للمتغيرين العشوائيين التوزيع الطبيعي لا في الحالة التي (:2ملاحظة )
,𝑛1وعندما يكون  𝑛2 ≥ فضل مبرهنة النهاية المركزية يكون أيضا  للفرق بو  30

𝜇1 )بين المتوسطين  − 𝜇2)  مجال ثقة تقريبي كالمجال الذي توصلنا إليه حول
( 𝜇1 − 𝜇2) .أعلاه 

𝜎2و    σ1 2 في الحالة التي يكون فيها (:3ملاحظة )
وعندما ، مجهولين  2

,𝑛1يكون  𝑛2 ≥ 𝜎2فيمكن أن نستبدل بـ 30
2, σ1 2    , 𝑆2

2, 𝑆1
𝑆1حيث   2

2 
𝑆2و  Xتباين للعينة العشوائية من 

. ويصبح Yتباين للعينة العشوائية من  2
(1 − 𝛼)  مجال ثقة حول(𝜇1 − 𝜇2) :من الشكل 
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[(X − Y) − Z1−α
2⁄ . √ 

S1
2

n1
+

S2
2

n2
     , (X − Y) + Z1−α

2⁄ . √ 
S1

2

n1
+

S2
2

n2
]  

 (:5 - 1مثال )
أجريت دراسة في إحدى الجامعات للمقارنة بين المعدلات التي حصلت عليها 
مجموعتان من الطلبة، الأولى من المتزوجين والأخرى من غير المتزوجين ولهذه 

من كل منهما، وبعد إجراء الامتحان كان لدينا النتائج ة الغابة أخذت عينتان، واحد
 :الآتية

𝜇1  𝑆1 = 4  𝑋 = 28.5  𝑛1 =  عينة المتزوجين  100
 𝜇2 𝑆2 = 3  𝑌 = 27.3  𝑛2 =  عينة غير المتزوجين  100

 والمطلوب: 

 ؟نانتا العيمما تقدير الفرق بين معدلي المجتمعين اللذين أخذت منه ( 1
 ؟%95ما الخطأ الأعظمي المرتكب في هذا التقدير بثقة  ( 2

 .وفسر الناتج ،مجال ثقة حول الفرق الحقيقي بين المتوسطين %95أوجد  ( 3

 الحل:

1 )     𝜇̂1 − 𝜇̂2 = 𝑋 − 𝑌 = 28.5 − 27.5 = 1.2 

𝜇1 )والخطأ الأعظمي المرتكب في تقدير  ( 2 −   𝜇2)  هو : %95وبثقة 

𝑒 = | 𝑍1−𝛼
2⁄±  

 . √
𝑆1

2

𝑛1
+

𝑆2
2

𝑛2
| = (1.96). √

16

100
+

9

100
   =0.98 

1 إن  (3 − 𝛼 = 𝜇1 )مجال ثقة حول  95% − 𝜇2)  هو: %95وبثقة 
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(𝑋1 − 𝑋2) − 𝑍1−𝛼
2⁄ . √ 

s1 2 

n1
+

𝑠2
2

n2
≤ ( 𝜇1 − 𝜇2)  ≤ (𝑋1 − 𝑋2) + 𝑍1−𝛼

2⁄ . √ 
s1 2 

n1
+

𝑠2
2

n2
 

1.2 − 0.98 ≤ ( 𝜇1 − 𝜇2) ≤ 1.2 + 0.98  

0.22 ≤ ( 𝜇1 − 𝜇2) ≤ 2.18  

𝜇1 يكون  %95ن عندئذ  بثقة اوبما أن طرفي المجال موجب − 𝜇2 >  أي  0
𝜇1 > 𝜇2  ، معدلات بالنتيجة أفضل وهذا يدل على أن الطلبة المتزوجين يحققون

 من الطلبة غير المتزوجين.

 (:5- 2مثال )
طالبة، فكان  50طالبا  و  75في اختبار تجريبي في مقرر الإحصاء الحيوي تقدم 

درجات، بينما كان  8درجة بانحراف معياري قدره  82متوسط درجات الطلاب 
 %96درجات.أوجد  6درجة بانحراف معياري قدره  76متوسط درجات الطالبات 

مجال ثقة حول الفرق الحقيقي بين متوسطي درجات مجتمع الطلاب ودرجات 
 وفسر الناتج. ،مجتمع الطالبات

 الحل:

μ1  𝑆1 = 8  X = 82  𝑛1 = 75    Xدرجات الطلاب 

 μ2 𝑆2 = 6  Y = 76  𝑛2 = 50   Yدرجات الطالبات 

1ومن  30وكون العينات أكبر من  − 𝛼 = 1فإن  0.96 −
𝛼

2
= حيث  0.98

𝑧1−𝛼     : من جدول التوزيع الطبيعي المعياري نجد
2⁄ = 𝑧0.98 = 2.05 

نْ ثَمّ و   𝜇1)مجال الثقة حول مِّ − 𝜇2)  يكون من الشكل: %96وبمستوى 

(𝑋 − 𝑌) − 𝑍0.98. √ 
s1 2 

n1
+

𝑠2

n2
 ≤ ( 𝜇1 − 𝜇2)  ≤ (𝑋 − 𝑌) + 𝑍0.98. √ 

s1 2 

n1
+

𝑠2
2

n2
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(82 − 76) − (2.05). √ 
64

75
+

36

50
 ≤ ( 𝜇1 − 𝜇2)  ≤ (82 − 76) + (2.05). √ 

64

75
+

36

50
  

(3.43) ≤ ( 𝜇1 − 𝜇2) ≤ (8.75)  

𝜇1 فهذا يعني أن ، وبما أن طرفي مجال الثقة موجبان  − 𝜇2 > 𝜇1 أي  0 >

𝜇2  يكون مستوى الطلاب في الاختبار أفضل من مستوى  %96أي بثقة
 الطالبات.

: مجال الثقة للفرق بين متوسطين متغيرين عشوائيين طبيعيين تبايناهما 2.1.5
 مجهولان:

,𝑛1في الحالة التي يكون فيها حجما العينتين   𝑛2 ≥ فيمكن التعويض عن ،  30
𝜎2

2, σ1 2    ب𝑆2
2, 𝑆1

 كما رأينا في الفقرة السابقة.   2
,𝑛1 أما في الحالة التي يكون فيها 𝑛2 <  فإن مجال الثقة حول الفرق   30

 ( 𝜇1 − 𝜇2)  غير واضح باستثناء الحالة التي يكون فيها المتغيران العشوائيانY 
,   X ن أي التباينات متساوية أيمتجانسيσ1 2 = 𝜎2

2 = 𝜎2    
 عندئذ  يكون للمتغير العشوائي 

𝑍 =
(𝑋−𝑌)−( 𝜇1−𝜇2)

𝜎√
1

𝑛1
+

1

𝑛2

~𝑁(0, 1)  

 وبسهولة نلحظ أن:  

𝑆𝑐
2 =

(𝑛1−1).𝑆1
2+(𝑛2−1).𝑆2

2

𝑛1+𝑛2−2
  

. X  ،Y ـالتبــــــاين المشــــــترك لــــــ 𝜎2هــــــو مقــــــدّر منصــــــف ) غيــــــر منحــــــاز( للتبــــــاين 
𝑆1(𝑛1−1)وبملاحظـــــة أن المتغيـــــرين العشـــــوائيين : 

2

𝜎2
   ،(𝑛2−1)𝑆2

2

𝜎2
 ،  مســـــتقلان   
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𝑛1)_مربع بــدرجات مــن الحريــة كــايوأن لهمــا توزيــع  − 1)  ،(𝑛2 − علــى  (1
 الترتيب، فيكون لمجموعهما:

𝑥2 =
(𝑛1−1)𝑆1

2

𝜎2
+

(𝑛2−1)𝑆2
2

𝜎2
=

(𝑛1+𝑛2−2)𝑆𝑐
2

𝜎2
  

𝛾  التوزيع كاي _ مربع = 𝑛1 + 𝑛2 − درجة من الحرية ، ويمكن إثبات أن   2
,𝑥2المتغيرين العشوائيين  𝑍  مستقلان وحسب تعريف المتغيرT :يكون 

𝑇 =
𝑍

√𝑥2
𝑛1+𝑛2−2⁄

=
(𝑋−𝑌)−(𝜇1−𝜇2)

𝑆𝑐    
.  √

1

𝑛1
+

1

𝑛2

~ 𝑡(𝛾=𝑛1+𝑛2−2)
   

 ة:تيبما يساويه في العلاقة الاحتمالية الآ 𝑇 وباستبدال

𝑃 [−𝑡1−
𝛼

2

(𝑛1 + 𝑛2 − 2) ≤ 𝑇 ≤ 𝑡1−
𝛼

2

(𝑛1 + 𝑛2 − 2)] = 1 − 𝛼  

1) نجد أن − 𝛼)مجال ثقة حول(𝜇1 − 𝜇2)من الشكل:  

(𝑋 − 𝑌) − 𝑡1−
𝛼

2

(𝛾). 𝑆𝑐 . √
1

𝑛1
+

1

𝑛2
≤ ( 𝜇1 − 𝜇2) ≤  

                 (𝑋 − 𝑌) + 𝑡1−
𝛼

2

(𝛾). 𝑆𝑐 . √
1

𝑛1
+

1

𝑛2
  

𝛾حيث ) = 𝑛1 + 𝑛2 − 2) 

 (:5 - 3مثال )
، من قبل شركتين مختلفتين في البلاد  نِّ يْ منتجَ أجريت على نوعين من الأدوية 

من  والهدف، وذلك لعلاج مرض معين ، ولكن بامتياز من نفس الشركة الأم 
الدراسة هو معرفة إذا كان تركيز المادة الفعالة في الدواء هو نفسه، فمن عينة من 
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 مية المادة الفعالة في الحبة يساوي تبين أن متوسط ك 10 الدواء الأول ومن الحجم

3.1 M.G    0.5بانحراف معياري MG  وأن متوسط كمية المادة الفعالة في الحبة
 .MG 0.7وبانحراف معياري  MG 2.7من الدواء الثاني يساوي 

فإذا علمنا أن لكمية المادة الفعالة في الدواء لكلا النوعين من الدواء التوزيع 
𝜇1 ) مجال الثقة حول الفرق  %95أوجد فالطبيعي وأن لهما التباين نفسه.  −

𝜇2)   وفسر الناتج، حيث 𝜇1  هو متوسط كمية المادة الفعالة في مجتمع الدواء
 في مجتمع الدواء الثاني.هو متوسط كمية المادة الفعالة  𝜇2الأول و 

 لدينا من فرضيات المسالة: الحل:

𝜎2  𝜇1  𝑆1 = 0.5  X = 3.1  𝑛1 = 10  X الدواء الأول 
 𝜎2

 𝜇2  𝑆2 = 0.7  Y = 2.7  𝑛2 = 8  Y الدواء الثاني 

 ويكون التباين المشترك:

𝑆𝑐 = √
(𝑛1−1)𝑆1

2+(𝑛2−1)𝑆2
2

𝑛1+𝑛2−2
= √

(10−1)(0.25)+(8−1)(0.49)

10+8−2
= 0.596  

  وأيضا  
𝑋 − 𝑌 = 3.1 − 2.7 = 0.4  

1 − 𝛼 = 0.95 
 

⇒  1 −
𝛼

2
= 0.975  ;   𝑛1 + 𝑛2 − 2 = 16  

𝛾ستيودنت بـ   ومن جدول =  درجة من الحرية يكون:  16

𝑡1−
𝛼

2

(𝛾) = 𝑡0.975(16) = 2.12  

1ويكون  − 𝛼 = 𝜇1)مجال ثقة حول  0.95 − 𝜇2) :من الشكل 
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(𝑋 − 𝑌) − 𝑡
1−

𝛼
2

(𝛾). 𝑆𝑐 . √
1

𝑛1
+

1

𝑛2
≤ ( 𝜇1 − 𝜇2) ≤ 

                                     (𝑋 − 𝑌) + 𝑡1−
𝛼

2

(𝛾). 𝑆𝑐 . √
1

𝑛1
+

1

𝑛2
  

0.4 − (2.12). (0.596). √
1

10
+

1

8
≤ ( 𝜇1 − 𝜇2) ≤ 

                                   0.4 + (2.12). (0.596). √
1

10
+

1

8
  

−0.2 ≤ ( 𝜇1 − 𝜇2) ≤ 1.0  

وبمـــا أن الحـــد الأدنـــى للمجـــال ســـالب والحـــد الأعلـــى للمجـــال موجـــب، عندئـــذ  بثقـــة 
μ1يكون   95% − μ2 = μ1 أي  0 = μ2. 

 .كمية المادة الفعالة في الدواءَيْنِّ  متوسطيومنه لا فرق بين 

 (:2P – 1P: مجال الثقة للفرق بين نسبتي مجتمعين ) 53.1.

همة التي عـادة مـا تحـدث فـي العمـل الإحصـائي مقارنـة النسـب فـي ممن المسائل ال
معينــة، كــأن نقــارن نســبة الإنــاث مــن بــين طــلاب كليــة  لصــفة المجتمعــات بالنســبة

الصــــيدلة مــــع نســــبة الإنــــاث فــــي كليــــة الطــــب البشــــري أو نقــــارن نســــبة المصــــابين 
بسرطان الرئة من بـين المـدخنين مـع نسـبة المصـابين بسـرطان الرئـة مـن بـين غيـر 

 المدخنين.

أن النسبة في  وتصبح المسألة تقدير الفرق بين هاتين النسبتين، وإذا ما تذكرنا من
المجتمع توافق وسيط متغير عشوائي برنولي يمثل المجتمع، فإن الدراسة تؤول إلى 
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,X2تقدير الفرق بين وسيطي متغيرين عشوائيين  X1  لكل منهما توزيع برنولي
, P2بوسيطين  P1 .على الترتيب 

,X2فإذا أخذنا عينتين عشوائيتين للمتغيرين المستقلين  X1  حجم الأولى𝑛1 
عدد مرات  Y2عدد مرات النجاح في العينة الأولى و  Y1وكان  𝑛2وحجم الثانية 

,P1النجاح في العينة الثانية، فإن تقديري  P2 :سيكون 

𝑃̂1 =
𝑌1

n1
     ;    𝑃̂2 =

𝑌2

𝑛2
  

P1̂)ويكون  − 𝑃̂2) مقدرا  منصفا  للفرق(P1 – P2). 

,𝑛1ومن أجل   𝑛2     كبيرتين كبرا  كافيا(𝑛1,  𝑛2  ≥ وبملاحظة أن  (30
 X1, X2   وبالاعتماد على ، وأن لكل منهما تقريبا  التوزيع الطبيعي ، مستقلة

P̂1)سيكون للمتغير العشوائي  ، مبرهنة النهاية المركزية − P̂2) الطبيعي  عالتوزي
μ  بمتوسط = P1 − P2   :وبتباين σ2 = V(P̂1 − P̂2) =

P1q1

n1
+

P2q2

n2
 

 ن :        إأي 
(P̂1 − P̂2) ≈ N (μ = P1 − P2    ; σ2 =

P1q1

n1
+

P2q2

n2
)  

 ومنه    
Z =

(P̂1−P̂2)−(P1−P2)

√
P1q1

n1
+

P2q2
n2

≈ N(0, 1)  

 وبالاستفادة من العلاقة الاحتمالية:  

𝑃 [−𝑍1−𝛼
2⁄  ≤ 𝑍 ≤ 𝑍1−𝛼

2⁄ ] = 1 − 𝛼  
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 نحصل على العلاقة المكافئة:

P [−Z1−α
2⁄  ≤

(P1̂− P̂2)−(P1−P2)

√
P1q1

n1
+

P2q2
n2

≤ Z1−α
2⁄ ] = 1 − α  

1)ومنه يكون  − 𝛼)  مجال ثقة حول(𝑃1 − 𝑃2) :من الشكل 

(𝑃̂1 − 𝑃̂2) − 𝑍1−𝛼
2⁄ . √

𝑃1𝑞1

𝑛1
+

𝑃2𝑞2

𝑛2
 ≤ (𝑃1 − 𝑃2) ≤

(P1̂ − 𝑃̂2) + 𝑍1−𝛼
2⁄ . √

𝑃1𝑞1

𝑛1
+

𝑃2𝑞2

𝑛2
  

, P2 ـولكن يلحظ أن طرفي المجال تابعان ل P1   وأن تغيرات التباين 
 𝜎2 =

𝑃1𝑞1

𝑛1
+

𝑃2𝑞2

𝑛2
. 𝑃̂2بـــ   𝑃2و   𝑃̂1بـــ  𝑃1بطيئــة جــدا ، فــيمكن أن نســتبدل   

𝑃1)ومنــــه يكــــون مجــــال الثقــــة حــــول  − 𝑃2)  1)بمســــتوى − 𝛼)  مــــن الثقــــة مــــن
 الشكل:

[(P1̂ − 𝑃̂2) − 𝑍1−𝛼
2⁄ . √

𝑃1̂𝑞1̂

𝑛1
+

𝑃2̂𝑞̂2

𝑛2
   ;    (P1̂ −  𝑃̂2) + 𝑍1−𝛼

2⁄ . √
𝑃1̂𝑞1̂

𝑛1
+

𝑃2̂𝑞2̂

𝑛2
  ]  

 
 (:5 - 4مثال )

لمعالجة مرض معين، وتم أخذ عينتين من المرضى، حيث  A  ،B طريقتان تْ قَ بِّّ طُ 
على العينة الثانية.  Bعلى العينة الأولى، وتطبيق الطريقة  Aتم تطبيق الطريقة 

𝑛1فإذا كان حجم العينة الأولى  = ، وكان حجم 18مريضا ، شفي منهم  42
𝑛2العينة الثانية  =  .15مريضا ، شفي منهم  38
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هم الحقيقي بين نسبتي الذين تم شفاؤ  مجال ثقة حول الفرق  %99والمطلوب: أوجد 
 من المرضى، وماذا تستنتج؟ 

 الحل:
 في العلاج.A  هم من الذين خضعوا للطريقة نسبة الذين سيتم شفاؤ  P1بفرض 
 في العلاج. Bهم من الذين خضعوا للطريقة نسبة الذين سيتم شفاؤ  P2 بفرض 

 عندئذ  سيكون لدينا:

𝑃̂1 − 𝑃̂2 =
𝑋1

𝑛1
−

𝑋2

𝑛2
=

18

42
−

15

38
= 0.034  

1ومن أجل  − 𝛼 = 𝑍1−𝛼مستوى للثقة سيكون   0.99
2⁄ = 2.58   . 

 %99وحجــــم الخطــــأ الأعظمــــي المرتكــــب فــــي تقــــدير الفــــرق بــــين النســــبتين وبثقــــة 
 سيكون:

𝜀 = |±𝑍1−𝛼
2⁄ . √

𝑃̂1𝑞̂1

𝑛1
+

𝑃̂2𝑞̂2

𝑛2
| = (2.58). √

(0.43)(0.57)

42
+

(0.39)(0.61)

18
= 0.28  

P1)وسيكون مجال الثقة حول  − P2)  من الشكل:  %99وبثقة 
(P̂1 − P̂2) − ε ≤ (P1 − P2) ≤ (P̂1 − P̂2) + e  

0.034 − 0.28 ≤ (P1 − P2) ≤ 0.034 + 0.28  

−0.246 ≤ (P1 − P2) ≤ 0.314  

P1ســيكون  %99وبمــا أن طرفــي المجــال مختلفــان بالإشــارة هــذا يعنــي أنــه بثقــة  −

P2 = P1أي   0 = P2  ومنــه لا فــرق بــين طريقتــي العــلاجA  ،B  مــن جهــة نســبة
 الشفاء.
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 (:5 - 5مثال )
أجري استفتاء لسكان المدينة وريفها المحيط بها لمعرفة رأيهم حول اقتراح إنشاء 

مواطن من المدينة أيد  5000مركز صحي عند أطراف المدينة. فمن عينة من 
مواطن من ريف المدينة أيد  2000لصالح المشروع. ومن عينة من  2400منهم 
 لصالح المشروع. والمطلوب: 1200منهم 
ثقة حول الفرق الحقيقي للنسبتين الدالتين على تأييد المشروع.  مجال %90أوجد 

 وماذا تستنتج؟
 الحل:

 لدينا النموذج المدروس:

𝑃1  P̂1 =
X

n1
= 0.48  X = 2400  𝑛1 =  من المدينة  5000

𝑃2  P̂2 =
Y

n2
= 0.60  Y = 1200  𝑛2 = 2000  

من ريف 
 المدينة

1وسيكون  − 𝛼 = P1)مجال ثقة حول  0.90 − P2) :من الشكل 

(P̂1 − P̂2) − Z1−α
2⁄ . √

P̂1q̂1

n1
+

P̂2q̂2

n2
≤ (P1 − P2) ≤ 

(P̂1 − P̂2) + Z1−α
2⁄ . √

P̂1q̂1

n1
+

P̂2q̂2

n2
  

𝜀 = |±𝑍1−𝛼
2⁄ . √

𝑃̂1𝑞̂1

𝑛1
+

𝑃2̂𝑞2̂

𝑛2
| =

(1.65). √
(0.48)(0.52)

5000
+

(0.60)(0.40)

2000
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        = 0.02  

(0.48 − 0.60) − 0.02 ≤ (𝑃1 − 𝑃2) ≤  
(0.48 − 0.60) + 0.02 −0.14 ≤ (𝑃1 − 𝑃2) ≤ −0.10  

P1 أن  %90ن فهـذا يعنـي أنـه بثقـة وبما أن طرفي المجـال سـالبا − P2 < أي  0
P1 <  P2  أكثر من سكان المدينة.هذا المشروع ن سكان الريف يفضلون ، أي إ 

 : التقدير المجالي للنسبة بين تباينين:4.1.5

قد يكون أحيانا  من المرغوب به مقارنة دقة جهاز قياس بدقـة جهـاز قيـاس آخـر أو 
لاج لإنتــاج دواء معــين أو مقارنــة دقــة فعاليــة طــريقتين بــالع نمقارنــة كــل مــن خطــي

لمـــرض معـــين وأمثلـــة عديـــدة فـــي ذلـــك المجـــال فـــإن ذلـــك يمكـــن إجـــراؤه فـــي دراســـة 
 المقارنة بين تبايني مجتمعين بوساطة النسبه بينهما.

,X~N( μ1فـــإذا كـــان  σ1
 Xمـــن  𝑛1وكـــان لـــدينا عينـــة عشـــوائية مـــن الحجـــم   (2

𝑆1 تباينها
2. 

,Y~N( μ2وكــــان  σ2
ــــة عشــــوائية مــــن الحجــــم    (2 ــــدينا عين  Yمــــن  𝑛2وكــــان ل

𝑆2تباينها 
 . X. وهذه العينة مستقلة عن العينة الأولى من 2

𝜘1رأينا أن الإحصاء 
2 =

(𝑛1−1)𝑆1
2

𝜎1
2

يتوزع وفق كاي_مربع بدرجة من الحرية:  
𝛾1 = 𝑛1 − 1 

𝜘2و رأينا أن الإحصاء 
2 =

(𝑛2−1)𝑆2
2

𝜎2
2

مربع بدرجة من  _ يتوزع وفق كاي 
𝛾2الحرية:  = 𝑛2 − 1    

 ومن أجل مجتمعين مستقلين يكون الإحصاء:وحسب تعريف متغير فيشر 
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𝐹 =

(𝑛1−1)𝑆1
2

𝜎1
2

(𝑛1−1)
⁄

(𝑛2−1)𝑆2
2

𝜎2
2

(𝑛2−1)
⁄

~𝑓(𝛾1=𝑛1−1,𝛾2=𝑛2−1)   

𝛾1حيث  ,𝛾1 𝛾2 يشر بدرجتي حريةف يتوزع وفق = 𝑛1 − ، درجة حرية البسط 1
𝛾2و   = 𝑛2 − 𝐹    درجة حرية المقام ومنه : 1 =

𝑆1
2

𝑆2
2 .

𝜎2
2

𝜎1
2

~𝑓(𝛾1,𝛾2) 

 الاحتمالية في توزيع فيشر:وحسب العلاقة 

P [𝑓𝛼
2⁄ (𝛾1, 𝛾2) ≤ 𝐹 ≤ 𝑓1−

𝛼

2

(𝛾1, 𝛾2)] = 1 − 𝛼  

P [𝑓𝛼
2⁄ (𝛾1, 𝛾2) ≤

𝑆1
2

𝑆2
2 .

𝜎2
2

𝜎1
2

≤ 𝑓1−
𝛼

2

(𝛾1, 𝛾2)] = 1 − 𝛼  

P [
𝑆2

2

𝑆1
2 . 𝑓𝛼

2⁄ (𝛾1, 𝛾2) ≤
𝜎2

2

𝜎1
2

 ≤
𝑆2

2

𝑆1
2 . 𝑓1−

𝛼

2

(𝛾1, 𝛾2)] = 1 − 𝛼  

1)ومنه يكون  − 𝛼)  مجال ثقة حول𝜎2
2

𝜎1
2

  :من الشكل  

[
𝑆2

2

𝑆1
2 . 𝑓𝛼

2⁄ (𝛾1, 𝛾2)     ,
𝑆2

2

𝑆1
2 . 𝑓1−

𝛼

2

(𝛾1, 𝛾2)]  

 وهنا نميز ثلاث حالات:

𝜎2( إذا كان 1 
2

𝜎1
2

> 𝜎2أي      1
2 > 𝜎1

2 . 

𝜎2(  إذا كان 2
2

𝜎1
2

< 𝜎2أي      1
2 < 𝜎1

2. 

𝜎2( إذا كان 3
2

𝜎1
2

= 𝜎2)أي       1
2

𝜎1
2

ر من الواحد وأقل من بيقع بين قيمتين أك   
 .الواحد(

𝜎2عندئذ  من الممكن أن تكون 
2 = 𝜎1

1)بثقة   2 − 𝛼). 
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 وبناء على نتيجة النسبة نتخذ القرار وتفسر الناتج حسب طبيعة الدراسة.

 (:5 - 6مثال )
في دراسة أجريت للمقارنة بين كمية المادة الفعالة في صنفين من الأدوية لعلاج 

ولكن بامتياز من نفس الشركة  ، وهما من إنتاج شركتين مختلفتين، مرض معين 
 وبانحراف معياري  3.1الأم. تبين بالنسبة للدواء الأول أن معدل المادة الفعالة هو 

  0.5 MG  وبانحراف  2.7ومن أجل الدواء الثاني كان معدل المادة الفعالة هو
حبّات من الدواء الأول وعينة من  10وذلك من أجل عينة من  MG 0.7معياري 

حبّات من الدواء الثاني. وبفرض أن مجتمعي العينتين يتوزعان طبيعيا  بتباين  8
مجال ثقة للنسبة الحقيقية للتباين في مجتمعي العينتين،  %98مختلف. أوجد 

 وماذا تستنتج من هذه الدراسة؟
 الحل:
σ1  ليكن

σ2تباين معدل المادة الفعالة في الدواء الأول و  2
تباين معدل المادة   2

 فعالة في الدواء الثاني.ال
1إن  − 𝛼 = σ2مجال ثقة حول  0.98

2 

σ1
2 

 يكون من الشكل:   

[

𝑆2
2

𝑆1
2 . 𝑓𝛼

2⁄ (𝛾1 = 𝑛1 − 1, 𝛾2 = 𝑛2 − 1)  ≤  
σ2

2 

σ1
2 

  ≤

  
𝑆2

2

𝑆1
2 

. 𝑓1−
𝛼

2

(𝛾1 = 𝑛1 − 1, 𝛾2 = 𝑛2 − 1)
]  

1 − 𝛼 = 0.98 
 

⇒  𝛼 = 0.02 ;
𝛼

2
= 0.01 ; 1 −

𝛼

2
= 0.99  

𝛾1 = 𝑛1 − 1 = 10 − 1 = 9  ;  𝛾2 = 𝑛2 − 1 = 8 − 1 = 7  

 فيشر نجد: ومن جدول
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𝑓1−
𝛼

2

(𝛾1, 𝛾2) = 𝑓0.99(9, 7) = 6.72  

 ومن خواص جدول فيشر :

𝑓𝛼
2⁄ (𝛾1, 𝛾2) =

1

𝑓
1−

𝛼
2

(𝛾2 ,𝛾1)
=

1

𝑓0.99(7,9)
=

1

5.61
= 0.1783  

 ومنه يصبح المجال من الشكل:

(
0.49

0.25
) . (0.1783) ≤

σ2
2 

σ1
2 

 ≤ (
0.49

0.25
) . (6.72)  

(0.395) ≤
σ2

2 

σ1
2 

 ≤ (13.17)  

ـنْ ثـَمّ و ، لحظ أن الحد الأدنى أصغر مـن الواحـد والحـد الأعلـى أكبـر مـن الواحـد يُ   مِّ
σ2يمكــــن أن يكــــون  %98بثقــــة 

2 

σ1
2 

= σ2أي   1
2  = σ1

أي لا فــــرق حقيقــــي بــــين   2
 .نِّ اينين المادة الفعالة في الدواءَيتب
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 ةالمحاضرة الثالثة عشر 

 بين مجتمعين: اختبار الفرضيات للمقارنة 2.5: 

بـين متوسـطين  في هذه الفقرة سنقارن من خلال اختبـار الفرضـيات الوسـيطية مـا 
بــين تبــاينين تمامــا  كمــا رأينــا فــي الفقــرة  بــين نســبتين ومــا وفــي حــالات مختلفــة ومــا

 السابقة ببناء مجالات ثقة حولها.

ـــين تبايناهمـــا 1.2.5 ـــين متوســـطي مجتمعـــين طبيعي :اختبـــارات حـــول الفـــرق ب
 معلومان:

,𝑋~𝑁( 𝜇1لــــيكن  𝜎1
σ1مجهــــول و  𝜇1 حيــــث (2

معلــــوم ولــــتكن لــــدينا عينــــة   2
,Y~N(μ2 . ولـيكن Xمتوسـطها  𝑛1مـن الحجـم  Xعشـوائية مـن  σ2

 حيـث (2

𝜇2  مجهـــول وσ1
ـــدينا عينـــة عشـــوائية مـــن   2 ـــوم ولـــتكن ل  𝑛2مـــن الحجـــم  Yمعل

 ن.ن مستقلتاا. والعينت Yمتوسطها 
 فإن الإحصاء:

𝑍 =
(𝑋−𝑌)−( 𝜇1−𝜇2)

√ 
σ1

2 

𝑛1
+

σ2
2 

𝑛2

~𝑁(0,1)  

 وهذا الإحصاء يستخدم لاختبار فرضيات من الشكل:

1)  𝐻0 ∶   𝜇1 = 𝜇2    مقابل الفرضية البديلة𝐻1:  𝜇1 ≠ 𝜇2  

ار مــــن الطــــرفين نحســــب قيمــــة إحصــــاء بــــ، وهنــــا الاخت 𝛼عنــــد مســــتوى المعنويــــة  
 أي : 𝐻0ار تحت صحة  بالاخت
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𝑍0 =
(𝑋−𝑌)

√ 
𝜎1

2

𝑛1
+

𝜎2
2

𝑛2

  

والاختبــار مــن الطــرفين و التوزيــع طبيعــي معيــاري  مســتوى المعنويــة  𝛼 أجــلومــن 
 من الشكل: 𝐻0ار . ستكون منطقة رفض بلإحصائية الاخت

]−∞, 𝑍𝛼

2
[  ⋁  ]𝑍1−

𝛼

2
, +∞[  

𝑍𝛼]  من الشكل: 𝐻0ومنطقة قبول 

2
, 𝑍1−

𝛼

2
] . 

لاتخاذ القرار المناسب فـي  𝐻0الناتجة مع مناطق الرفض والقبول لـ  𝑍0ثم نقارن  
 كما رأينا في الفصل السابق. 𝐻0رفض أو قبول لـ 

 (:5 - 7مثال )
 فقمن مجتمع الإناث في مدينة معينة، تبيّن أن الأوزان لهم تتوزع طبيعيا  و 

𝑁( 𝜇1, 𝑛1ومن أجل عينة مسحوبة من الحجم  (36 = تبيّن أن متوسط  16
Xالوزن فيها  = 58 K. G  ومن مجتمع الإناث في مدينة أخرى من نفس البلد

,N(μ2 وفقتبيّن أن الأوزان لهم تتوزع طبيعيا   ومن أجل عينة مسحوبة من  (64
𝑛2الحجم  = Yتبيّن أن متوسط الوزن فيها  25 = 55 K. G فهل يمكن القول .

𝛼أن متوسطي الوزن في المجتمعين متساويان عند مستوى المعنوية  =  ؟ 0.01
 لدينا من هذه الدراسة:  الحل:

σ1
2 = 36  μ1  X = 58  n1 = 16  X ( 1إناث المدينة) 

σ2
2 = 64  μ2  Y = 55  n2 = 25  Y ( 2إناث المدينة) 

𝐻0 : 𝜇1يراد اختبار:    = 𝜇2         مقابل𝐻1 ∶   𝜇1 ≠ 𝜇2 
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𝛼 وعند مستوى المعنوية = 𝛼حيث يكون  0.01

2
= 1و   0.005 −

𝛼

2
=

 : Zومن جدول  0.995

𝑍1−
𝛼

2
= 𝑍0.995 = 𝑍𝛼  و   2.58

2⁄ = −2.58 
 وتكون إحصائية الاختبار:

𝑍 =
(𝑋−𝑌)−( 𝜇1−𝜇2)

√ 
𝜎2

1
𝑛1

+
𝜎2

2
𝑛2

~𝑁(0,1)  

 تكون من الشكل: 𝐻0وقيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 

𝑍0 =
(𝑋−𝑌)

√ 
𝜎2

1
𝑛1

+
𝜎2

2
𝑛2

=
58−55

√
36

16
+

64

25

= 1.38  

𝛼ومن أجل  = مستوي من الأهمية والاختبار من الطرفين والتوزيع طبيعي  0.01
 من الشكل: 𝐻0معياري لإحصائية الاختبار ستكون منطقة رفض 

]−∞, 𝑍𝛼

2
[  ⋁  ]𝑍1−

𝛼

2
, +∞[  

 
⇒  ]−∞, −2.58[  ⋁  ]2.58, +∞[  

, 2.58−]  من الشكل : 𝐻0ومنطقة قبول  2.58 ] 

𝑍0وبمقارنة  = تنتمي  𝑍0نجد أن  𝐻0 ـمع مناطق الرفض والقبول ل 1.38
أي أن متوسطي الوزن عند الإناث  𝐻1ونرفض  𝐻0لمنطقة القبول ومنه نقبل  

 في المدينتين متساويين.

𝐻0: 𝜇1 لاختبار صحة الفرضية  (2 = 𝜇2 مقابل الفرضية البديلة    
𝐻1:  𝜇1 < 𝜇2   وعند مستوى المعنوية𝛼هنا الاختبار من الطرف الأيسر ، 

, ∞−[من الشكل:    𝐻0ستكون منطقة الرفض ل       𝑍𝛼 [ . 
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, 𝑍𝛼]من الشكل:   𝐻0ومنطقة القبول ل       +∞[ . 

𝐻0: 𝜇1لاختبــــــــــار صــــــــــحة الفرضـــــــــــية:  (3 = 𝜇2    مقابــــــــــل الفرضــــــــــية البديلـــــــــــة
𝐻1:  𝜇1 > 𝜇2  وعند مستوى المعنوية𝛼.هنا الاختبار من الطرف الأيمن ، 

, 𝑍1−𝛼[من الشكل:  𝐻0ستكون منطقة الرفض لـ       +∞[ 
 .[𝑍1−𝛼   ,∞−[ من الشكل: 𝐻0ومنطقة القبول لـ      

 (:5 - 8مثال )
تخضع للتوزيع  Aإذا كانت الزيادة في الوزن خلال أسبوع لطفل يتبع نظام التغذية 

. وكانت الزيادة في الوزن خلال أسبوع لطفل G 150وتباين  𝜇1الطبيعي بمتوسط 
. وعندما G 275وتباين  μ2تخضع للتوزيع الطبيعي بمتوسط  Bيتبع نظام التغذية 

طفلا  كان متوسط الزيادة في وزنهم  16على عينة من  Aطبقنا نظام التغذية 
طفلا  كان متوسط الزيادة  25على  B. وطبقنا نظام التغذية G 450خلال أسبوع 

 A. فهل هذه النتائج تدل على أن نظام التغذية G 435في الوزن خلال أسبوع  
𝛼يسبب زيادة أكبر في وزن الأطفال؟ وذلك عند مستوى المعنوية  = 0.005. 

   الحل:

 لدينا من هذه الدراسة:

σ1
2 = 150  μ1  X = 450  n1 = 16  A ( 1النظام الغذائي) 

σ2
2 = 275  μ2  Y = 435  n2 = 25  B ( 2النظام الغذائي) 

𝐻0 : 𝜇1يراد اختبار:    = 𝜇2        مقابل𝐻1 ∶   𝜇1 > 𝜇2 
𝛼وعند مستوى المعنوية   = 1ويكون   0.005 − 𝛼 = والاختبار من  0.995

 الطرف الأيمن.
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Z  :𝑍1−𝛼ومن جدول  = 𝑍0.995 = 2.58         
 : 𝐻0وستكون قيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 

𝑍0 =
(𝑋−𝑌)

√ 
𝜎2

1
𝑛1

+
𝜎2

2
𝑛2

=
450−435

√
150

16
+

275

25

= 3.323  

𝛼وعنـــــد مســـــتوى المعنويـــــة  = والاختبـــــار مـــــن الطـــــرف الأيمـــــن والتوزيـــــع  0.005
 من الشكل:  𝐻0ستكون منطقة الرفض لـ طبيعي معياري لإحصائية الاختبار 

]𝑍1−𝛼 , +∞[  = ]2.58 , +∞[  

[𝑍1−𝛼   ,∞−[   من الشكل: 𝐻0ومنطقة القبول لـ  = ]−∞, 2.58[. 

𝑍0وبمقارنـــة  = تنتمـــي  𝑍0نجـــد أن  𝐻0مـــع منـــاطق الـــرفض والقبـــول لــــ   3.323
ن متوســـط الزيـــادة فـــي إأي ،  𝐻1ونقبـــل  𝐻0إلـــى منطقـــة الـــرفض. ومنـــه نـــرفض 

 .Bتباع النظام اأكبر من الوزن ب A تباع النظام االوزن ب

فــي الحالــة التــي لا يكــون فيهــا للمجتمعــين التوزيــع الطبيعــي وعنــدما (: 1ملاحظــة )
,𝑛1يكون  𝑛2  ≥  وبفضل مبرهنة النهاية المركزية يكون  30

X − Y ≈ N ( μ1 − μ2,
σ1

2

𝑛1
+

σ2
2

𝑛2
)  

نْ ثَمّ و   𝜇1 )يمكن إجراء الاختبارات حول مِّ − 𝜇2) . بالأسلوب السابق نفسه 

σ1إذا كان  (:2ملاحظة )
2  ،σ2

,𝑛1مجهولين وكان  2 𝑛2 ≥ فيمكن استبدال   30
σ1  بــ

2  ،σ2
2  ،S1

2 ،S2
S1حيـث  2

𝑆2تبـاين العينـة مـن المجتمـع الأول و  2
تبـاين  2

𝜇1 )العينــة مـــن المجتمــع الثـــاني. ثــم نجـــري الاختبــارات حـــول  − 𝜇2)  بالأســـلوب
 السابق نفسه وحيث يكون إحصاء الاختبار :
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𝑍 =
(𝑋−𝑌)−( 𝜇1−𝜇2)

√ 
S1

2

𝑛1
+

S2
2

𝑛2

~𝑁(0,1)  

   (:5 - 9مثال )
طالبــة فكــان متوســط  50طالبــا  و  75فــي اختبــار بمقــرر التشــريح المرضــي، تقــدم 

درجــــات، بينمــــا كــــان متوســــط درجــــات  8بــــانحراف معيــــاري  82درجــــات الطــــلاب 
 درجات. 6بانحراف معياري  76الطالبات 

فــي مقــرر  بالمســتوى نفســهوالمطلــوب اختبــار إذا كــان الطــلاب والطالبــات يعملــون 
𝛼وذلك عند مستوى المعنوية  ، التشريح المرضي  = 0.05 . 

   الحل:
𝐻0 : 𝜇1يراد اختبار:  = 𝜇2            مقابل𝐻1 ∶   𝜇1 ≠ 𝜇2 

𝛼وعند مستوى المعنوية   =  والاختبار من الطرفين.   0.05
 إن إحصائية الاختبار هي :

𝑍 =
(𝑋−𝑌)−( 𝜇1−𝜇2)

√ 
σ1

2

𝑛1
+

σ2
2

𝑛2

~𝑁(0,1)  

 : 𝐻0وقيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 

𝑍0 =
(𝑋−𝑌)

√  
S1

2

𝑛1
+

S2
2

𝑛2

=
82−76

√
64

75
+

36

50

= 4.78  

علــــى مســــتوى المعنويــــة   𝛼واعتمــــادا   = والاختبــــار مــــن الطــــرفين والتوزيــــع  0.05
 من الشكل: 𝐻0طبيعي معياري لإحصائية الاختبار ستكون منطقة رفض 

]−∞, 𝑍𝛼

2
[  ⋁  ]𝑍1−

𝛼

2
, +∞[  

 
⇒  ]−∞, −1.96[  ⋁  ]1.96, +∞[  
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 من الشكل : 𝐻0ومنطقة قبول 

[𝑍𝛼
2⁄ , 𝑍1−𝛼

2⁄ ] = [−1.96 , 1.96]  

𝑍0وبمقارنة  = تنتمي لمنطقة  𝑍0نجد أن  𝐻0مع مناطق رفض وقبول لـ  4.78
نْ ثَمّ و ،  الرفض من جهة اليمين  ا  ن هناك فرقإأي ،  𝐻1ونقبل  𝐻0نرفض  مِّ

وبكون الرفض من اليمين ، في مستوى الأداء في مقرر التشريح المرضي  ا  حقيقي
𝜇1 أن فهذا يعني  − 𝜇2 > 𝜇1 أي  0 > 𝜇2  ، نْ ثَمّ و مستوى درجات مِّ

 .0.05وخطأ  0.95الطلاب أفضل من مستوى درجات الطالبات وبثقة 

اختبارات حول الفرق بين متوسطي مجتمعين طبيعيين تبايناهما 2.2.5 
 :نمجهولا 

,𝑛1رأينا في مسألة كون  𝑛2  ≥ σ1تتحقق  30
2̂ = S1

σ2و   2
2̂ = S2

ونتابع  2
 الاختبار كما رأينا في الفقرة السابقة.

,𝑛1لكن في حالة كون  𝑛2 < فإننا سندرس الحالة التي يكون فيها   30
 للمجتمعين التباين نفسه

 σ1
2 = σ2

2 = 𝜎2 .رأينا في فقرة سابقة أن المتغير: إذ 

𝑇 =
(𝑋−𝑌)−( 𝜇1−𝜇2)

𝑆𝑐  .   √
1

𝑛1
+

1

𝑛2

~𝑡(𝛾=𝑛1+𝑛2−2)  

هو التباين المشترك  Sc
2 =

(𝑛1−1)S1
2+(𝑛2−1)S2

2

𝑛1+𝑛2−2
 حيث     

 معطيات هذه الحالة:حيث تكون 
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σ2  μ1  S1  X  n1   X طبيعي  
 σ2

 μ2  S2  Y  n2    Y طبيعي 

𝐻0 : 𝜇1: لاختبار صحة الفرضية  (1 = 𝜇2   مقابل𝐻1 ∶   𝜇1 ≠ 𝜇2 
 والاختبار من الطرفين.  𝛼وعند مستوى المعنوية  

 : 𝐻0نحسب قيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 

𝑇0 =
(𝑋−𝑌)

𝑆𝑐   .   √
1

𝑛1
+

1

𝑛2

  

 ـمستوى الأهمية والاختبار من الطرفين والتوزيع لستيودنت ب  𝛼ومن أجل 

 𝛾 = 𝑛1 + 𝑛2 −  لإحصائية الاختبار.  2

, ∞−[  من الشكل:  𝐻0ستكون منطقة رفض  𝑡𝛼
2⁄ [ ⋁ ]𝑡1−𝛼

2⁄  , +∞[ 

𝑡𝛼]     من الشكل:  𝐻0ومنطقة قبول 
2⁄  , 𝑡1−𝛼

2⁄ ] 

𝑡𝛼)حيث يكون  
2⁄ = −𝑡1−𝛼

2⁄ .) 

 لاتخاذ القرار المناسب.  𝐻0 ـالناتجة مع مناطق رفض وقبول ل 𝑇0ثم نقارن 

   (:5 - 10مثال )
المتغيـر الـدال علـى عـدد الأيـام اللازمـة للشـفاء مـن مـرض معـين باسـتخدام  Xليكن 

,𝑋~𝑁( 𝜇1فـــي العـــلاج حيـــث  Aالطريقـــة  σ1
المتغيـــر الـــدال علـــى  Y. ولـــيكن  (2

فـي العـلاج حيـث  Bعدد الأيام اللازمة للشفاء من نفس المرض باسـتخدام الطريقـة 
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𝑌~𝑁(𝜇2 , σ2
ن مــن حيــث عــدد الأيــام اللازمــة للشــفاء تــم ي. ولمقارنــة الطــريقت (2

𝑛1أخــذ عينــة عشــوائية مــن الحجــم  = ، فــي العــلاج  Aطبــق عليهــا الطريقــة  15
S1وتباينهـا  6.8للشفاء  فكان متوسط عدد الأيام اللازمة

2 = وتـم أخـذ عينـة  10.3
𝑛2عشوائية من الحجم  = من المرضى بنفس المرض كما فـي العينـة الأولـى  12

 9.3فـي العــلاج فكــان متوســط عـدد الأيــام اللازمــة للشــفاء  Bوطبـق عليهــا الطريقــة 
𝑆2وتباينهــا 

2 = وبفــرض أن العينتــين مســتقلتان فهــل هنــاك فــرق حقيقــي بــين  15.7
σ1) انمتجانس نوالمجتمعا Bو  Aبين  عدد الأيام اللازمة للشفاء ما متوسطي

2 =

σ2
2 = 𝜎2 )  عند مستوى الأهميةα = 0.01. 

   الحل:

 لدينا النموذج المدروس:

σ2  μ1  𝑆1
2 = 10.3  X = 6.8  n1 = 15   X  والطريقةA  

 σ2 μ2  𝑆2
2 = 15.7  Y = 9.3  n2 = 12   Y  والطريقةB  

𝐻0 : 𝜇1ويراد اختبار:  = 𝜇2      مقابل الفرضية البديلة𝐻1 ∶   𝜇1 ≠ 𝜇2 
𝛼وعند مستوى المعنوية   =  والاختبار من الطرفين.  0.01

𝛼 = 0.01 
 

⇒ 
𝛼

2
= 0.005 ; 1 −

𝛼

2
= 1 − 0.005 = 0.995  

𝛾ودرجة الحرية:  = 𝑛1 + 𝑛2 − 2 = 15 + 12 − 2 = ويكون من  25
 جدول ستيودنت :

𝑡1−𝛼
2⁄ (𝛾) = 𝑡0.995(25) = 2.78 ; 𝑡𝛼

2⁄ (𝛾) = 𝑡0.005(25) 

= −𝑡1−𝛼
2⁄ (𝛾)  = −2.787                                 
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 : 𝐻0وستكون قيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 

𝑇0 =
(𝑋−𝑌)

𝑆𝑐    .    √
1

𝑛1
+

1

𝑛2

  

𝑆𝑐 = √
(𝑛1−1)𝑆1

2+(𝑛2−1)𝑆2
2

𝑛1+𝑛2−2
= √

(14)(10.3)+(11)(15.7)

25
= 3.56  

𝑇0 =
(6.3−9.3)

3.56    .   √
1

15
+

1

12

= −1.813  

𝛼ومن أجل مستوى الأهمية  = والاختبار من الطرفين والتوزيع لإحصائية  0.01
𝛾الاختبار هو ستيودنت  =  𝐻0درجة من الحرية ستكون منطقة الرفض لـ   25

 من الشكل:

]−∞, −𝑡1−𝛼
2⁄ (𝛾)[ = ]−∞, −2.787[ ⋁ ]𝑡1−𝛼

2⁄ (𝛾) , +∞[ = ]2.787, +∞[  

 : من الشكل 𝐻0ومنطقة القبول لـ 

[−𝑡1−𝛼
2⁄ (𝛾), 𝑡1−𝛼

2⁄ (𝛾) ] = [−2.787, 2.787]  

𝑇0وبمقارنة  = تقع في منطقة  𝑇0مع مناطق الرفض والقبول نجد أن 1.813−
نْ ثَمّ و ، القبول 𝜇1 ن إأي ،  𝐻1ونرفض  𝐻0تقبل مِّ = 𝜇2 بين  ا  )لا فرق حقيقي

 .طريقتي العلاج( 

𝐻0: 𝜇1لاختبار صحة الفرضية  (1 = 𝜇2  مقابل الفرضية البديلة 𝐻1 ∶

  𝜇1 > 𝜇2 
𝛾، والاختبار هنا من اليمين، ودرجة الحرية  𝛼عند مستوى الأهمية  = 𝑛1 +

𝑛2 − ,𝑡1−𝛼(𝛾)[من الشكل:  𝐻0ستكون منطقة رفض  2 ومنطقة القبول  ]∞+
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,∞−[من الشكل:  𝐻0لـ  𝑡1−𝛼(𝛾) ]  ، ومن ثم نقارن𝑇0  مع مناطق الرفض
 لاتخاذ القرار المناسب. 𝐻0والقبول لـ 

H0: μ1لاختبار صحة الفرضية  (2 = μ2  مقابل الفرضية البديلةH1 ∶  μ1 <

μ2  عند مستوى الأهمية و𝛼  ،  ودرجة الحرية و الاختبار هنا من اليسار𝛾 =

𝑛1 + 𝑛2 − ,∞−[من الشكل:  𝐻0ستكون منطقة رفض   2 𝑡𝛼(𝛾)[   أي
]−∞, −𝑡1−𝛼(𝛾)[  ومنطقة القبول لـ𝐻0  :من الشكل]𝑡𝛼(𝛾), ومن ،   [ ∞+

 لاتخاذ القرار المناسب. 𝐻0مع مناطق الرفض والقبول لـ  𝑇0ثم نقارن 

   (:5 - 11مثال )
يعطـــي مســـتوى  تـــيوالجـــدول الآ، شخصـــا  فـــي برنـــامج لتخفيـــف الـــوزن  12شـــارك 

 : الكولسترول عندهم قبل تطبيق البرنامج وبعده

وإذا علمنـــا مســـتوى الكولســـترول لـــدى الأشـــخاص يخضـــع للتوزيـــع الطبيعـــي، فهـــل 
نستنتج من هذه البيانات أن هذا البرنامج فعّال في إنقاص مستوى الكولسترول عند 

𝛼مستوى المعنوية  = 0.01 . 

  الحل:
 :لدينا من فرضيات المسألة 

σ2  μ1  S1 = 37.684  X = 239.58  n1 = 12  X قبل التجربة 
 σ2

 μ2  S2 = 26.536  Y = 224.83  n2 = 12  Y بعد التجربة 

 رقم الشخص 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
 Xقبل التجربة  201 221 231 261 230 237 240 233 270 248 201 200
 Yبعد التجربة  200 215 233 234 226 215 195 295 245 220 210 208
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𝐻0 : 𝜇1ويراد اختبار:  = 𝜇2      مقابل الفرضية البديلة𝐻1 ∶  𝜇1 > 𝜇2 
𝛼وعند مستوى المعنوية   =  والاختبار هنا من الطرف الأيمن. 0.01

𝛼 = 0.01
 

⇒ 1 − 𝛼 = 0.99; 𝛾 = 𝑛1 + 𝑛2 − 2 = 12 + 12 −

2 = 22  

 ومن جدول توزيع ستيودنت:

𝑡1−𝛼(𝛾) = 𝑡0.99(22) = 2.51  

 والانحراف المعياري المشترك:

𝑆𝑐 = √
(𝑛1−1)𝑆1

2+(𝑛2−1)𝑆2
2

𝑛1+𝑛2−2
= √

(11)(37.684)+(11)(26.536)

22
= 32.59  

 :  𝐻0وقيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 

𝑇0 =
(𝑋−𝑌)

𝛿𝑐.√
1

𝑛1
+

1

𝑛2

=
239.58−224.83

(32.59)√
1

12
+

1

12

= 1.11  

𝛼ومن أجل مستوى المعنوية  = والاختبار من اليمين والتوزيع لإحصائية  0.01
𝛾الاختبار هو ستيودنت بدرجة من الحرية  = 22. 

, 𝐻0  :]𝑡1−𝛼(𝛾)تكون منطقة رفض لـ  +∞[ = ]2.51 , +∞[ 

,∞−[ :𝐻0تكون منطقة قبول لـ  𝑡1−𝛼(𝛾) ] = ]−∞, 2.51]        

𝑇0 وبمقارنة  = تنتمي إلى  𝑇0نجد أن :  𝐻0مع مناطق رفض أو قبول  1.11
𝜇1أي  𝑇0ومنه تقبل ، منطقة القبول  = 𝜇2   وهذا يعني أن البيانات السابقة لا

 تدل على أن هذا البرنامج فعال في إنقاص مستوى الكولسترول.
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𝐏𝟏) اختبارات حول الفرق بين نسبتي مجتمعي :  3.2.5 − 𝐏𝟐:) 

𝐻0: 𝑃1هنا نختبر  = 𝑃2   أي تساوي وسيطي مجتمعين لكل منهما توزيع (
 حيث:  𝐻1برنولي ( مقابل الفرضية البديلة 

    H1 ∶ p1 ≠ p2     أو H1 ∶ p1 < p2           أو H1 ∶ p1 > p2 

,𝑛1 ومن أجل  𝑛2  ≥  سيكون:  30

Z =
(p1̂−p2̂)−(p1−p2)

√
p1q1

n1
+

p2q2
n2

≈ N(0 ,1)  

p1أن نضع  Zنستطيع في عبارة  𝐻0وتحت صحة = p2 = p   فتصبح على
 :تيالشكل الآ

𝑍 =
𝑃̂1− 𝑃̂2

√𝑃(1−𝑃)(
1

𝑛1
+

1

𝑛2
)
  

p̂المعين بالعلاقة  pالمقدّر المنصف لـ p  ،p̂ وإذا استبدلنا بـ =
𝑋+𝑌

𝑛1+𝑛2
حيث  

X ،Y  عدد النجاحات في العينة الأولى وعدد النجاحات في العينة الثانية على
 :تيالترتيب فإننا سنحصل على الإحصاء الآ

𝑍0 ( : 𝐻0)قيمة إحصاء الاختبار تحت صحة  =
𝑃̂1− 𝑃̂2

√𝑃̂(1−𝑃̂)(
1

𝑛1
+

1

𝑛2
)

 

H0: p1لاختبار   (1 = p2   مقابل الفرضية البديلة  H1 ∶ p1 ≠ p2  وعند
والاختبار من الطرفين والتوزيع طبيعي معياري لإحصائية  𝛼مستوى المعنوية 

 من الشكل: 𝐻0رفض لـ ستكون منطقة  . الاختبار
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]−∞, −𝑍1−𝛼
2⁄ [ ⋁ ]𝑍1−𝛼

2⁄ , من الشكل :  H0و منطقة قبول   ]∞+
[−𝑍1−𝛼

2⁄ , 𝑍1−𝛼
2⁄  ] 

مع مناطق الرفض والقبول لاتخاذ القرار المناسب في قبول أو رفض  𝑍0ثم نقارن 
𝐻0. 

H0: p1لاختبار  2)  = p2   مقابل الفرضية البديلة  H1 ∶ p1 < p2 وعند
 والاختبار من الطرف الأيسر. 𝛼مستوى المعنوية 

,∞−[من الشكل :  𝐻0رفض لـ ستكون منطقة  𝑍𝛼[ = ]−∞, −𝑍1−𝛼 [     

𝑍𝛼]    من الشكل : 𝐻0و منطقة قبول  , +∞[ = [−𝑍1−𝛼 , +∞[     

H0: p1لاختبار  3)  = p2   مقابل الفرضية البديلة  H1 ∶ p1 > p2 وعند
من  𝐻0رفض لـ ستكون منطقة  والاختبار من الطرف الأيسر. 𝛼مستوى المعنوية 

𝑍1−𝛼[ الشكل: , ,∞−[من الشكل :  𝐻0و منطقة قبول   ]∞+ 𝑍1−𝛼 ] . 

   (:5 - 12مثال )
 46رجل دخلوا المشفى كان من بينهم  1000تبين من سجلات مشفى أن من بين 

امــرأة دخلــت المشــفى كــان مــن بيــنهن  600ومــن بــين ، رجــلا  يعــانون مــرض القلــب 
امــرأة تعــاني مــرض القلــب، هــل تقــدم هــذه المعلومــات الإحصــائية دلالــه كافيــه  18

علــى أن نســبة الإصــابة بمــرض القلــب عنــد الرجــال تســاوي نســبة الإصــابة بمــرض 
𝛼القلب عند النساء بمستوى  =  من المعنوية ؟  0.05

   الحل:
 لدينا من معطيات المسألة: 
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 p1 p1̂ = 0.046 =
46

1000
  X = 46  𝑛1 =  مجتمع الرجال  1000

p2  p̂2 = 0.03 =
18

1000
  Y = 18  𝑛2 =  مجتمع النساء  600

H0: p1وسنختبر  = p2   مقابل الفرضية البديلة    H1 ∶ p1 ≠ p2 
𝛼وعند مستوى المعنوية   =  والاختبار هنا من الطرفين. 0.05

𝛼 = 0.05 
 

⇒ 1 − 𝛼 = 0.95  ; 1 −
𝛼

2
= 0.975  ;    𝑍0.975 = 1.96  

 تكون: 𝐻0وقيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 

Z0 =
P̂1− P̂2

√P̂(1−P̂)(
1

n1
+

1

n2
)
 ;     p̂ =

X+Y

n1+n2
=

46+18

1000+600
= 0.04  

𝑍0 =
0.046−0.03

√(0.04)(0.96)(
1

1000
+

1

600
)

= 1.58  

𝛼وعند مستوى المعنوية  = والاختبار من الطرفين والتوزيع طبيعي معياري  0.05
 من الشكل : 𝐻0رفض ستكون منطقة  لإحصائية الاختبار.

]−∞, −𝑍1−𝛼
2⁄ [ ⋁ ]𝑍1−𝛼

2⁄ , +∞[
 

⇒  ]−∞, −1.96[ ⋁]1.96, +∞[             

𝑍1−𝛼−]من الشكل :  𝐻0و منطقة قبول 
2⁄ , 𝑍1−𝛼

2⁄ ] = [−1.96 ,1.96] 

𝑍0ثم نقارن  = تنتمي لمنطقة  𝑍0فنجد أن  ، مع مناطق الرفض والقبول 1.58
p1أي ،  𝐻1ونرفض  𝐻0ومنه تقبل القبول،  = p2  أي تساوي نسبة الإصابة

 بمرض القلب عند الرجال والنساء.
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  (:5 - 13) مثال
أعطي نوعان من الأدوية بهدف تخفيف الألم الحادث بعد العمليات الجراحية. فمن 

مــنهم أنــه خفــف الألــم ، بينمــا  38ادعــى  Aمــريض أعطــي لهــم الــدواء  100أصــل 
مــنهم أنــه خفــف الألــم،  56ادعــى  Bالــدواء  لهــم  أعطــي مــريض 120مــن أصــل 

بفعاليـة  ينِّ بـين الـدواءَ  والمطلـوب: هـل ثمـة دلالـة إحصـائية علـى وجـود فـرق معنـوي 
𝛼تخفيف الألم بعد العمليات الجراحية عند مستوى المعنوية   = 0.05. 

 الحل: 
H0: p1دم هي عإن فرضية ال = p2  

H1  والفرضية البديلة هي  ∶ p1 ≠ p2 
𝛼وعند مستوى المعنوية  =   والاختبار من الطرفين 0.05
 إن إحصائية الاختبار 

𝑍 =
𝑃̂1− 𝑃̂2

√𝑃̂(1−𝑃̂)(
1

𝑛1
+

1

𝑛2
)

~𝑁(0 ,1)  

p̂1 =
X

n1
=

38

100
= 0.38    ;    p̂2 =

Y

n2
=

56

120
= 0.467  

p̂ =
X+Y

n1+n2
=

38+56

100+120
=

94

220
= 0.427  

 تكون قيمة إحصائية الاختبار 𝐻0وتحت صحة 

𝑍0 =
𝑃̂1− 𝑃̂2

√𝑃̂(1−𝑃̂)(
1

𝑛1
+

1

𝑛2
)

=
0.38−0.467

√(0.427)(1−0.427)(
1

100
+

1

120
)

= −1.30  

𝛼وعند مستوى المعنوية  = والاختبار من الطرفين والتوزيع طبيعي معياري  0.05
 لإحصائية الاختبار.

 من الشكل :    𝐻0منطقة قبول ستكون 
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[𝑍𝛼
2⁄ , 𝑍1−𝛼

2⁄ ] = [𝑍0.025, 𝑍0.975] = [−1.96, 1.96]  

𝑍0وبالمقارنة مع  =  𝐻0تنتمي لمنطقة القبول. ومنه تقبل  فنجد أنها 1.30−
 لتخفيف الألم بعد العمليات الجراحية. نِّ يْ أي لا فرق بين فعالية الدواءَ  𝐻1ونرفض 
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 ةالمحاضرة الرابعة عشر 

 :الاختبارات اللاوسيطية3.5: 

إن ما رأينا في الفقرات السابقة هو دراسة مجموعة من الاختبارات تتعلق بوسطاء 
مجتمعات إحصائية ذات نماذج توزيع معلومة، إلا أنه في الحالة التي تكون فيها 
نماذج التوزيعات للمجتمعات موضع الدراسة غير محددة فإن الطرق التي ذكرناها 

ة فالطرق العملية للاختبار هي وفي هذه الحال، ستقود إلى نتائج خاطئة 
ع عناصر العينة يالاختبارات  اللاوسيطية حيث تشمل الدراسة والتحليل جم

 وليس وسطاء العينة فقط.، وتوزيعها 

 التصنيف الأحادي: –مة ) التطابق( : اختبار الملاء   1.3.5
 Kوأن هذه الصفة تبدو في ، لنفترض أننا نقوم بدراسة صفة في مجتمع )متغير( 
عنصرا  )ملاحظة( فإن كل  nمن الأشكال. فإذا كانت لدينا عينة عشوائية تتضمن 

المذكورة فإذا  K ـملاحظة من هذه العينة ستأخذ شكلا  واحدا  فقط من الأشكال ال
 أحصينا التواترات )التكرارات( الملحوظة الموافقة لكل شكل ولتكن:

𝑂1, 𝑂2 , … , 𝑂𝐾          ;           ∑ 𝑂𝑖
𝐾
𝑖=1 = 𝑛  

 : وبفرض أن هذه التواترات المفروضة أو المتوقعة نظريا  لهذه الأشكال هي

𝐸1, 𝐸2 , … , 𝐸𝐾       ;      ∑ 𝐸𝑖
𝐾
𝑖=1 = 𝑛  

 : 𝐻0عندئذ  الفرضية الأساسية )فرضية العدم ( المراد اختبارها هي 
  ] ا  تواترات المتوقعة )النظرية( ليس مهمّ انزياح التواترات الملحوظة عن ال [
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مة أو مطابقة بين التواترات النظرية والتواترات الملحوظة هناك ملاءَ  أي
 )المشاهدة(. 

 : 𝐻1والفرضية البديلة 
 . ]مة أو مطابقة بين التواترات الملحوظة والتواترات المتوقعةليس هناك ملاءَ [

مة( الذي يستخدم من أجل فرضية من هذا وإحصاء الاختبار )إحصاء الملاءَ 
 النوع هو:

𝑥0
2 = ∑

(𝑂𝑖−𝐸𝑖)2

𝐸𝑖

𝐾
𝑖=1   

𝛾ولهذا الإحصاء تقريبا  التوزيع كاي_مربع بـ  = 𝐾 − درجة من الحرية،  1
فعندما تكون التكرارات الملحوظة قريبة من التكرارات المتوقعة أو النظرية الموافقة 

𝜘0لها فإن قيمة 
وعلى العكس ، مة جيدة ءَ وهذا يشير إلى ملا، تصبح صغيرة  2

فعندما يكون هناك اختلاف واضح بين التواترات الملحوظة والتواترات المتوقعة 
𝜘0فإن قيمة 

،  وهذا يشير إلى ملاءَمة ضعيفة أو عدم تطابق. تصبح كبيرة 2
الضعيفة تقودنا لرفض  الملاءَمةو  𝐻0مة الجيدة تقودنا لقبول  الفرضية والملاءَ 

𝐻0لذيل الأيمن من توزيع كاي_مربع. فمن أجل . والمنطقة الحرجة تقع في ا
تعين القيمة النظرية  𝜘2 ومن جدول توزيع 𝛼مستوى الأهمية )المعنوية( 

𝜘1−𝛼لإحصائية الاختبار )القيمة الحرجة( 
2 (γ)   :وعندئذ  إذا كانت  𝜘0

2 ≤

𝜘1−𝛼
2 (γ)   نقبل𝐻0   ونرفض𝐻1  تطابق(.  ملاءَمةأي هناك( 

𝜘0وإذا كان 
2 > 𝜘1−𝛼

2 (γ)  نرفض𝐻0  ونقبل𝐻1  ملاءَمةأي ليس هناك 
 )تطابق(.
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 (:5- 14مثال )
 5من المرضى يوميا . ويحوي المركز  في مركز صحي، يراجع المركز عدد  كبير  

ويعتقد أن  ،داخلية( –عينية  –نسائية  –عصبية  –عيادات رئيسية )أطفال 
المرضى يتوزعون بالتساوي على العيادات. ولاختبار ذلك تم دراسة عينة عشوائية 

 : لآتيمريض راجعوا المركز وكانت المشاهدات كا 200من 

 العيادات أطفال عصبية نسائية عينية داخلية
55 30 50 35 30 𝑂𝑖  )التكرار المشاهد)التواتر المشاهد 

𝛼والمطلوب: عند مستوى الأهمية  = هل نؤيد اعتقاد المركز بأن المرضى  0.05
 يتوزعون  بحصص متساوية على العيادات يوميا .

  الحل:
إذا كان توزيع المرضى بالتساوي على العيادات فهذا يعني أن النسب بين 

 المرضى متساوية بتوزعها على العيادات.

𝑃1 = 𝑃2 = 𝑃3 = 𝑃4 = 𝑃5 =
1

5
  

  .]بين التكرارات المشاهدة والتكرارات المتوقعة  ما ملاءَمةهناك  :𝐻0اختبارويراد 
  ]م( التكرارات المتوقعةئالتكرارات المشاهدة لا تطابق )تلا[مقابل الفرضية البديلة:
𝛼وعند مستوى المعنوية  =  والتكرارات المتوقعة 0.05

𝐸𝑖 = 𝑛𝑃𝑖 = (200) (
1

5
) = 40       ∀ 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5  

نْ ثَمّ و   لدينا: مِّ  
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 العيادات أطفال عصبية نسائية عينية داخلية المجموع
𝑛 = 200  55 30 50 35 30 𝑂𝑖  

𝑛 = 200  40 40 40 40 40 𝐸𝑖  

0 15 -10 10 -5 -10 (𝑂𝑖 − 𝐸𝑖)  

0 225 100 100 25 100 (𝑂𝑖 − 𝐸𝑖)2  

13.75 5.625 2.5 2.5 0.625 2.5 (𝑂𝑖−𝐸𝑖)2

𝐸𝑖
  

 :تيبالشكل الآ 𝐻0ومنه ستكون قيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 

𝜘0
2 = ∑

(𝑂𝑖−𝐸𝑖)2

𝐸𝑖
= 13.75𝐾

𝑖=1   

𝛼والقيمة النظرية لإحصائية الاختبار عند مستوى المعنوية  = والاختبار  0.05
𝛾من اليمين والتوزيع كاي_مربع بـ   = 𝐾 − 1 = 5 − 1 = درجة من   4

𝑥1−𝛼 الحرية ستكون 
2(𝛾) = 𝑥0.95

2(4) = 9.49 

𝜘0بين ما بالمقارنة
2 = 𝜘1−𝛼 و   13.75

2 (𝛾) =  :نجد أن 9.49

 𝜘0
2 > 𝑥1−𝛼

2(𝛾) ومنه نرفض 𝐻0  ونقبل𝐻1 بين  أي هناك عدم مطابقة ما
نْ ثَمّ و ، التكرارات المشاهدة والتكرارات المتوقعة  اعتقاد المركز غير صحيح مِّ

 بتوزع المرضى على عيادات المركز الصحي بالتساوي.

 (:5 - 15مثال )
عدد الحوادث الأسبوعية التي وقعت على إحدى الطرق خلال  تييمثل البيان الآ

 أسبوع متتالية: 100
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 عدد الحوادث الأسبوعية 0 1 2 3 فأكثر  4
 عدد الأسابيع  45 35 12 5 3

هل يمكن القول: إن عدد الحوادث الأسبوعية يتبع توزيع بواسون بمتوسط حادث 
𝛼واحد كل أسبوع، وذلك عند مستوى المعنوية  =  ؟  0.05

 لدينا الفرضية الأساسية )فرضية العدم(: الحل:

  H0 :]عدد الحوادث الأسبوعية يتبع توزيع بواسون بمتوسط حادثة واحدة أسبوعيا  [

 H1:] الأسبوعية لايتبع توزيع بواسون بمتوسط حادث واحد كل أسبوععدد الحوادث [

𝑋~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝑥)
 

⇔ 𝑓𝑋(𝑥) =
𝜇𝑥

𝑥!
𝑒−𝑥 =

1

𝑥!
𝑒−1  ; 𝑥 = 0, 1, 2, …  

𝑥 = 0 
 

⇒ 𝑃1 =
1

𝑒
= 0.37  

𝑥 = 1 
 

⇒ 𝑃2 =
1

𝑒
= 0.37  

𝑥 = 2 
 

⇒ 𝑃3 =
1

2𝑒
= 0.185  

𝑥 = 3 
 

⇒ 𝑃4 =
1

6𝑒
= 0.062  

𝑥 ≥ 4
 

⇒ 𝑃5 = 1 − ∑
1

𝑥!.𝑒

3
𝑥=0 = 0.013  

𝐸𝑖والتكرار المتوقع  = 𝑛. 𝑃𝑖   حيث𝑖 = 0, 1, 2, 𝑛وحيث أن   … = 100  

𝐸1 = 37 ;   𝐸2 = 37 ;   𝐸3 = 18.5   ;    𝐸4 = 6.2   ; 𝐸5 = 1.3  

 ومنه أصبح لدينا النتائج التالية:
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(𝑂𝑖−𝐸𝑖)2

𝐸𝑖
  (𝑂𝑖 − 𝐸𝑖)2  (𝑂𝑖 − 𝐸𝑖)  𝐸𝑖  𝑂𝑖  𝑥  

1.73 64 8 37 45 0 

0.11 4 -2 37 35 1 

2.28 42.25 -6.5 18.5 12 2 

0.23 1.44 -1.2 6.2 5 3 

 فأكثر 4 3 1.3 1.7 2.89 2.22

 :𝐻0وقيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 

𝜘0
2 = ∑

(𝑂𝑖−𝐸𝑖)2

𝐸𝑖
= 6.57𝐾

𝑖=1   

= 𝛼    والقيمة النظرية لإحصائية الاختبار عند مستوى المعنوية  والتوزيع 0.05

𝛾كاي_مربع بـ   = 𝐾 − 1 = 5 − 1 =  :درجة من الحرية ستكون  4

𝜘1−𝛼
2 (𝛾) = 𝜘0.95

2 (4) = 9.49  

𝜘0بين ما بالمقارنة
2 = 𝜘1−𝛼  و  6.57

2 (𝛾) = ϰ0         :نجد أن 9.49
2 <

ϰ0.95
2 ن عدد الحوادث الأسبوعية يتبع إأي ،   𝐻1ونرفض 𝐻0ومنه نقبل   (4)

 واسون بمتوسط حادث واحد أسبوعيا .بتوزيع 

 (:5 - 16مثال )
من علم الوراثة نأخذ مسألة تصالب نوعين من البازلياء، ووفقه أحصى ماندل  

بذور النباتات كما في الجدول أدناه وتقول نظرية ماندل في الوراثة إن هذه 
 أي: 9 3 : :  3:  1التواترات يجب أن تكون بنسبة 

 
9

16
 يجب أن يكون مستديرا  وأصفر.    

   
3

16 
 وأصفر.يجب أن يكون مجعدا     

  
3

16
 يجب أن يكون مستديرا  وأخضر.   
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1

16
 يجب أن يكون مجعدا  وأخضر.    

، هل يمكن القول من خلال بيانات هذا الجدول إنها تتلاءم مع نظرية ماندل 
𝛼 وذلك عند مستوى المعنوية  = 0.05 . 

(𝑂𝑖−𝐸𝑖)2

𝐸𝑖
  (𝑂𝑖 − 𝐸𝑖)2  (𝑂𝑖 − 𝐸𝑖)  

التكرار 
 𝐸𝑖المتوقع 

التكرار 
 𝑂𝑖المشاهد 

 الصنف

0.02 5.06 2.25 312.75 315 
9

16
 وأصفر مستدير  

0.10 10.56 -3.25 104.25 101 
3

16 
 وأصفر. مجعد 

0.14 14.06 3.75 104.25 108 
3

16 
 وأخضر رمستدي 

0.22 7.56 -2.75 34.75 32 
1

16
 مجعد وأخضر 

0.48   556 𝑛 =  المجموع  556
البيانات تتلاءم مع نظرية  [: 𝐻0وستكون قيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 

𝜘0  ]  ماندل
2 = ∑

(𝑂𝑖−𝐸𝑖)2

𝐸𝑖
= 0.48𝐾

𝑖=1 . 
= 𝛼  وعند مستوى المعنوية  γ ودرجة الحرية0.05 = K − 1 = 4 − 1 = 3 

𝜘1−𝛼 ستكون القيمة النظرية لإحصائية الاختبار
2 (𝛾) = 𝜘0.95

2 (3) = 7.81 
𝜘0وبالمقارنة مع 

𝜘0نجد أن  2
2 < 𝜘0.95

2 أي  ، 𝐻1ونرفض  𝐻0ومنه نقبل  (3)
 ن البيانات تتلاءم مع نظرية ماندل.إ

 _ التصنيف الثنائي:: اختبار الاستقلال 2.3.5

لنفترض أننا نقوم بدراسة صفتين في المجتمع وبصورة كيفية تدعى إحدى الصفتين 
من الأشكال وسيكون متغير  rبالمتغير الأول ولنفترض أن هذه الصفة تبدو في 
من الأشكال وسيكون متغير  cالصفوف، والمتغير الثاني ولنفترض أنه يبدو في 

، فإننا نقوم بتصنيف عناصرها nالأعمدة. فإذا كان لدينا عينة عشوائية حجمها 
عناصر  (ij)( خلية بحيث تحوي الخلية r × cفي مجموعات أو خلايا عددها )
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من المتغير الثاني ثم نقوم  j من المتغير الأول والشكل iالعينة التي لها الشكل 
بإحصاء عدد من عناصر كل خلية من الخلايا السابقة وعرضها في الجدول 

 :تيكالآ
 

المجموع 
 السطري 

C …… j ….. 2 1 

 المتغير الثاني
      المتغير             

 الأول         
O1.  O1c  …… O1j  ….. O12  O11  1 

O2.  O2c  …… O2j  ….. O22  O21  2 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

….. . 
. 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

Oi.  Oic  …… Oij  ….. Oi2  Oi1  i 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

….. . 
. 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

Or.  Orc  …… Orj  ….. Or2  Or1  r 

n  O.c  …… O.j  ….. O.2  O.1  المجموع العمودي 
عدد عناصر العينة المتصفة  𝑂𝑖𝑗ونسميه بجدول الاقتران )التوافق( حيث يكون 

 :من المتغير الثاني حيث jمن المتغير الأول والصفة  iبالصفة 

 𝑖 = 1, 2, … , 𝑟   ; 𝑗 = 1, 2, … , 𝑐   و∑ ∑ 𝑂𝑖𝑗 = 𝑛𝑐
𝑗=1

𝑟
𝑖=1 . 

i :  𝑖مجموع عناصر السطر  .𝑂𝑖وبكون  = 1, 2, … , 𝑟         

𝑂.𝑗  مجموع عناصر العمودj    :      𝑗 = 1, 2, … , 𝑐 

  𝐻0:  ] المتغير الأول مستقل عن المتغير الثاني [والفرضية المراد اختبارها: 
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  𝐻1:  ] المتغير الأول ليس مستقلا  عن المتغير الثاني [  :والفرضية البديلة 

 . 𝛼عند مستوى المعنوية 

 ستكون من الشكل: 𝐻0وإحصائية الاختبار تحت صحة 

𝑥0
2 = ∑ ∑

(𝑂𝑖𝑗−𝐸𝑖𝑗)
2

𝐸𝑖𝑗

𝑐
𝑗=1

𝑟
𝑖=1   

والمقابل للتكرار المشاهد من    𝐻0هو التكرار المتوقع تحت صحة   𝐸𝑖𝑗حيث 
𝑖 حيث  𝑂𝑖𝑗العينة  = 1, 2, … , 𝑟   ; 𝑗 = 1, 2, … , 𝑐  

 ]   𝐻0وتحت صحة [من العلاقة    𝐸𝑖𝑗حيث يتم حساب 

𝐸𝑖𝑗 =
𝑂𝑖.× 𝑂.𝑗

𝑛
  

𝐸𝑖𝑗               أو =
(𝑖  مجموع السطر)×(𝑗 مجموع العمود)

𝑛
  

 وسيكون لإحصائية الاختبار تقريبا  توزيع كاي_مربع بدرجة من الحرية 

𝛾 = (𝑟 − 1)(𝑐 − 1) . 

ودرجة من  𝛾وقيمة إحصائية الاختبار النظرية تحسب من جدول كاي_مربع بـ 
 من المعنوية: 𝛼الحرية وعند مستوى 

𝜘1−𝛼
2 (𝛾) = 𝜘1−𝛼

2 (𝛾 = (𝑟 − 1)(𝑐 − 1))  
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𝜘0ثم نقارن 
𝜘1−𝛼مع  2

2 (𝛾)   فإذا كان𝜘0
2 > 𝜘1−𝛼

2 (𝛾)  عندها نرفض𝐻0 
𝜘0ن وإذا كان ين غير مستقلّين المتغير إأي ،  𝐻1ونقبل 

2 ≤ 𝜘1−𝛼
2 (𝛾)   عندئذ

 ن مستقلان .ين المتغير أي إ 𝐻1ونرفض  𝐻0نقبل 

 (:5 - 17مثال )
أراد فريق طبي أن يتعرف إذا كانت هناك علاقة بين نوع الدم وشدة الإصابة 

حالة وضعوها بالجدول  1500بمرض معين، لهذا قام الفريق الطبي بدراسة 
 :تيالآ

المجموع 
 السطري 

 نوع الدم
 شدة الزمن

O AB B A 

 بسيط 543 211 90 476 1320
 متوسط 44 22 8 31 105
 شديد 28 9 7 31 75

𝑛 = 1500  538 105 242 615 
المجموع 
 العمودي

 والمطلوب: اختبر صحة الفرضية:
عند مستوى  𝐻0:]إن شدة المرض مستقل عن نوع الدم لدى الشخص المريض  [

𝛼المعنوية   = 0.01  . 
، لنعين أولا  𝐻0من أجل الاختبار وحساب إحصائية الاختبار تحت صحة   الحل:

 وذلك من خلال العلاقة:جدول التكرارات المتوقعة 
𝐸𝑖𝑗 =

𝑂𝑖.× 𝑂.𝑗 

𝑛
      ;        𝑖 = 1, 2, 3;       𝑗 = 1, 2, 3, 4  
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𝐸11 =
𝑂1.× 𝑂.1

𝑛
=

615×1320

1500
= 541.2  

 

𝐸12 =
𝑂1.× 𝑂.2

𝑛
=

1320×242

1500
= 212.96  

 ثم نضع القيم الناتجة في جدول التكرارات المتوقعة: ………وهكذا 

 شدة المرض نوع الدم
O AB B A 

 بسيط 541.2 212.96 92.4 473.44
 متوسط 43.5 16.94 7.35 37.66
 شديد 30.75 12.10 5.25 26.90

 :𝐻0وبحساب القيمة التجريبية لإحصائية الاختبار تحت صحة  

𝑥0
2 = ∑ ∑

(𝑂𝑖𝑗−𝐸𝑖𝑗)
2

𝐸𝑖𝑗

𝑐
𝑗=1

𝑟
𝑖=1 =  

(543−541.2)2

541.2
+

(211−212.96)2

212.96
+ ⋯ +

(31−26.90)2

5.25
= 5.10  

𝑟 وبملاحظة أن  = 𝑐 و 3 = 4  

𝛾   فإن درجة الحرية = (𝑟 − 1)(𝑐 − 1) = (3 − 1)(4 − 1)   
𝛾  أي  = 𝛼و   6 = 0.01 : 

𝜘1−𝛼والقمة النظرية لإحصائية الاختبار هي 
2 (𝛾) = 𝜘0.99

2 (6) = 16.8 
𝜘0وبالمقارنة مع 

2 = 𝜘0نجد أن  5.10
2 < 𝜘1−𝛼

2 (𝛾)   ومنه نقبل𝐻0  ونرفض
𝐻1 بالمرض.نه لا علاقة بين نوع الدم وشدة الإصابة إ. أي 
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  (:5 - 18مثال )
مصنفة حسب درجات إدمانهم من جهة  ،مدخنا   180أوضاع  تييمثل الجدول الآ

بين قوسين ضمن  وإصابتهم بالضغط الشرياني من جهة أخرى.)حيث الأعداد ما
الخلايا تعبر عن التكرار المتوقع في كل خلية والعدد بدون أقواس يمثل التكرار 

𝛼والمطلوب: عند مستوى المعنوية  المشاهد(. = اختبار الفرضية التالية  0.05
 .]ليس هناك علاقة بين التدخين والإصابة بارتفاع الضغط الشرياني[

   الحل:
  ]استقلال التدخين عن الإصابة بارتفاع الضغط الشرياني[:  𝐻0يراد هنا اختبار 
والإصابة بارتفاع الضغط هناك علاقة بين التدخين [:  𝐻1مقابل الفرضية 

 . ]الشرياني
 والجدول المفروض هنا:

المجموع 
 السطري 

 مدخن بكثرة مدخن وسط غير مدخن
 درجة التدخين

 الإصابة بالمرض      

𝑂1 . = 87  
𝑂13 = 21  

(33.35) = 𝐸13  

𝑂12 = 36  
(29.97) = 𝐸12  

𝑂11 = 30  
(23.68) = 𝐸11  

مصاب بالضغط  
 الشرياني

𝑂2 . = 93  
𝑂23 = 48  

(35.65) = 𝐸23  
𝑂22 = 26  

(32.03) = 𝐸22  
𝑂21 = 19  

(25.32) = 𝐸21  

غير مصاب بالضغط 
 الشرياني

𝑛 = 180  𝑂13 = 69  𝑂.2 = 62  𝑂.1 =  المجموع العمودي  49

 حيث تم حساب التكرار المتوقع من العلاقة: 
𝐸𝑖𝑗 =

𝑂𝑖.× 𝑂.𝑗

𝑛
   ;        𝑖 = 1, 2 ;       𝑗 = 1, 2, 3,  

 ستكون: 𝐻0والقيمة التجريبية لإحصائية الاختبار تحت صحة 
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𝑥0
2 = ∑ ∑

(𝑂𝑖𝑗−𝐸𝑖𝑗)
2

𝐸𝑖𝑗

𝑐
𝑗=1

𝑟
𝑖=1 =

(30−23.68)2

23.68
+ ⋯ +

(48−35.65)2

35.65
= 14.46  

والقيمة النظرية لإحصائية تحسب من جدول كاي_مربع، عند مستوى المعنوية  
𝛼 =  ودرجة الحرية  0.05

   𝛾 = (𝑟 − 1)(𝑐 − 1) = (2 − 1)(3 − 1) = 2  
𝜘1−𝛼والقيمة النظرية لإحصائية الاختبار 

2 (𝛾) = 𝜘0.95
2 (2) = 5.991 . 

𝜘0 وبالمقارنة مع
2 = 𝜘0نجد أن   14.46

2 > 𝜘1−𝛼
2 (𝛾)  ومنه نرفض𝐻0 

ن إن التدخين غير مستقل عن الإصابة بالضغط الشرياني أي إأي  𝐻1ونقبل 
 .بعضهما ببعضلهما علاقة 

 (:5 - 19مثال )
لدراسة العلاقة بين مورثة لون الشعر ومورثة لون العينين في إحدى المناطق، تم 

م تصنيفهم حسب لون الشعر ولون العينين في الجدول تشخص، و  400اختيار 
: )حيث الرقم في الخلية بدون أقواس يمثل التكرار المشاهد والرقم بين قوسين تيالآ

 .يمثل التكرار المتوقع( 
𝛼والمطلوب: عند مستوى المعنوية  =  :يراد اختبار الفرضية التالية 0.01

 .]لا توجد علاقة بين لون الشعر ولون العينين[ 
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 لون العينين( ×جدول الاقتران )لون الشعر 
المجموع 
 السطري 

 أسود أخضر أزرق 
 لون العينين 

 لون الشعر
𝑂1 . = 145  𝑂13 = 41  

𝐸13 = (50.75)  
𝑂12 = 54  

𝐸12 =
(50.75)  

𝑂11 = 50  

𝐸11 = (34.5)  
 أسود

𝑂2 . = 132  𝑂23 = 48  

𝐸23 = (46.20)  

𝑂22 = 46  

𝐸22 =
(46.20)  

𝑂21 = 38  

𝐸21 = (39.6)  
 بني

𝑂3. = 83  𝑂33 = 31  

𝐸33 = (29.05)  

𝑂32 = 30  

𝐸32 =
(29.05)  

𝑂31 = 22  

𝐸31 = (24.9)  
 أشقر

𝑂4 . = 40  𝑂43 = 20  

𝐸43 = (14.0)  

𝑂42 = 10  

𝐸42 = (14.0)  

𝑂41 = 10  

𝐸41 = (12.0)  
 أحمر

𝑛 = 400  𝑂.3 = 140  𝑂.2 = 140  𝑂.1 =  المجموع العمودي  120

  الحل:
 𝐻0: ]مورثة لون العينين مستقلة عن مورثة لون الشعر [يراد اختبار: 

: ]مورثة لون العينين غير مستقلة عن مورثة لون الشعر [:مقابل الفرضية البديلة
𝐻1  ، وتحت صحة𝐻0  نحسب إحصائية الاختبار𝜘0

2: 

𝜘0
2 = ∑ ∑

(𝑂𝑖𝑗−𝐸𝑖𝑗)
2

𝐸𝑖𝑗

𝑐
𝑗=1

𝑟
𝑖=1 =

(50−34.5)2

34.5
+ ⋯ +

(20−14)2

14
= 6.75  

𝛼ومن أجل = 𝛾ودرجة الحرية    0.05 = (4 − 1)(3 − 1) = ومن ،  6
  جدول كاي_مربع تحسب القيمة النظرية لإحصائية الاختبار 

𝑥1−𝛼
2 (𝛾) = 𝜘0.99

2 (6) = 16.812 
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𝜘0 وبالمقارنة مع 
2 = 𝜘0نجد أن   6.75

2 < 𝜘1−𝛼
2 (𝛾)  نقبلومنه 𝐻0  ونرفض

𝐻1  ،.أي هناك استقلال )لا علاقة( بين مورثة لون العينين ومورثة لون الشعر 

 (:5 - 20مثال )
لتدريس مقرر معين،  A, B, Cتم توزيع مجموعة من الطلبة على ثلاثة مدرسين 

 :الآتيفكانت النتائج ك نفسه متحانللاثم خضع الطلاب 
  C B A المجموع

O1. = 153  O13 = 56  O12 = 47  O11 =  ناجح  50
O2 . = 27  O23 = 8  O22 = 14  O21 =  راسب  5
n = 180  O.3 = 64  O.2 = 61  O.1 =  المجموع  55

𝛼اختبر عند مستوى الأهمية )المعنوية(  = استقلال نسب الراسبين عن  0.05
 الأساتذة الثلاث.

 " : ةإن فرضية العدم: "استقلال نسب الراسبين عن الأساتذة الثلاث الحل:
𝐻0: 𝑃1   أي  = 𝑃2 = 𝑃3  

 𝐻1الفرضية البديلة : "النسب غير متساوية" : 
 إن إحصائية الاختبار :

𝑥2 = ∑ ∑
(𝑂𝑖𝑗−𝐸𝑖𝑗)

2

𝐸𝑖𝑗
 ~  𝑥(𝛾=(𝑟−1)(𝑐−1))

2𝑟
𝑖=1

𝑐
𝑗=1   

 : تيكالآ 𝐸𝑖𝑗حيث يتم حساب  

𝐸𝑖𝑗 =
𝑂𝑖. × 𝑂.𝑗

𝑛
   ;     𝑖 = 1, 2, … , 𝑟   ;    𝑗 = 1, 2, … , 𝑐 

𝐸11 =
𝑂1. × 𝑂.1

𝑛
=

153 × 55

180
=  مثلا                 46.75
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 :تيوهكذا حيث يتم تشكيل الجدول الآ

  C B A المجموع

𝑓1. = 153  𝑂13 = 56  
𝐸13 = 54.40  

𝑂12 = 47  
𝐸12 = 51.85  

𝑂11 = 50  
𝐸11 = 46.75  

 ناجح

𝑂2 . = 27  𝑂23 = 8  
𝐸23 = 9.60  

𝑂22 = 14  
𝐸22 = 9.15  

𝑂21 = 5  
𝐸21 =  راسب  8.25

𝑛 = 180  𝑂.3 = 64  𝑂.2 = 61  𝑂.1 =  المجموع  55

 ومنه:

𝜘0
2 =

(50−46.75)2

46.75
+

(47−51.85)2

51.85
+

(56−54.40)2

54.40
+

(5−8.25)2

8.25
+  

(14−9.15)2

9.15
+

(8−9.60)2

9.60
= 4.84  

والقيمة النظرية لإحصائية الاختبار تحسب من جدول كاي_تربيع عند مستوى 
𝛼المعنوية  =  ودرجة الحرية 0.05

 𝛾 = (𝑟 − 1)(𝑐 − 1) = (2 − 1)(3 − 1) = 2   

𝜘1−𝛼      و
2 (𝛾) = 𝜘0.95

2 (2) = 5.991. 
𝜘0وبالمقارنة مع 

2 = 𝜘0نجد أن  4.84
2 < 𝜘1−𝛼

2 (𝛾)  ، فهذا يدل على قبول
𝐻0  ورفض𝐻1 ، بين نسبة  أي هناك تساوي نسب الراسبين أو هناك استقلال ما

 الراسبين والأساتذة الذين أشرفوا على التدريس.
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 ةالمحاضرة الخامسة عشر 

 النسب في المجتمعات: تساوي اختبار  : 3.3.5
إن اختبار الاستقلال يمكن تطبيقه أيضا  في اختبارات فرضية تساوي النسب أو 

عينة عشوائية ذات حجوم  Kتساوي وسطاء مجتمعات برنولية، فإذا كانت لدينا 
𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑘   مسحوبة منK   مجتمعا  لكل منها التوزيع البرنولي بوسطاء
𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑘 𝐻0: 𝑃1وأردنا اختبار صحة الفرضية:   ،   = 𝑃2 = ⋯ = 𝑃𝑘 

 . :𝐻1مقابل الفرضية البديلة: النسب غير متساوية  
2فإننا نقوم بتصنيف المشاهدات في جدول يحوي  × 𝐾  خلية، حيث يتضمن هذا

عمودا  وهو عدد العينات المسحوبة بينما هناك سطران إحداهما يحتوي  Kالجدول 
خر على عدد مرات موافقة لكل عينة ويحتوي السطر الآعلى عدد مرات النجاح ال

 :لآتيالفشل الموافقة لكل عينة كما في الجدول ا
 النتائج العينات المجموع

K K-1 … … j … 2 1 

∑ 𝑦𝑗
𝐾
𝑗=1   𝑦k  yk−1  … … 𝑦j  … y2  𝑦1  

عدد مرات 
 النجاح

𝑛 − ∑ 𝑦𝑗
𝐾
𝑖=1   𝑛𝐾 − 𝑦𝐾  𝑛𝐾−1 − 𝑦𝐾−1  … … 𝑛𝑗 − 𝑦𝑗  … 𝑛2 − 𝑦2  𝑛1 − 𝑦1  

عدد مرات 
 الفشل

𝑛  𝑛𝐾  𝑛𝐾−1  … … 𝑛𝑗  … 𝑛2  𝑛1  المجموع 

ومن بعد نحسب ، ثم نقوم بحساب التكرار المتوقع في كل خلية كما فعلنا سابقا  
 :    𝐻0قيمة إحصائية الاختبار تحت صحة 

𝜘0
2 = ∑ ∑

(𝑂𝑖𝑗−𝐸𝑖𝑗)
2

𝐸𝑖𝑗

𝑐
𝑗=1

𝑟
𝑖=1   

 ودرجة الحرية 𝛼وعند مستوى المعنوية 
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  𝛾 = (𝑟 − 1)(𝑐 − 1) = (2 − 1)(𝐾 − 1) = 𝐾 − 1 . 

𝜘1−𝛼ومن جدول كاي_مربع نحسب القيمة النظرية لإحصائية الاختبار  
2 (𝛾) . 

𝜘0ثم نقارن  
𝜘1−𝛼مع  2

2 (𝛾)   لاتخاذ القرار المناسب بقبول الفرضية𝐻0  أو
 رفضها.

 (:5 - 21مثال )
في دراسة تهدف لمقارنة نسب الشفاء لمرضى الحمى الراشحة وذلك بإتباع ثلاث 

 :لآتية. حيث كان لدينا جدول المشاهدات اA,B, Cطرق مختلفة بالعلاج

 النتائج طرق العلاج المجموع السطري 
C B A 

∑ 𝑦𝑖 = 1703
𝑖=1   45 55 70 

 عدم شفاء

𝑛 − ∑ 𝑦i
3
𝑖=1 =  شفاء 870 890 905  2665

𝑛 = 2833  𝑛3 = 950  𝑛2 = 945  𝑛1 = 940  
المجموع 
 العمودي

𝛼  والمطلوب : عند مستوى المعنوية =     :اختبار الفرضية التالية 0.05

 هم متساوية ".ؤ " إن نسب المرضى الذين لم يتم شفا
 هنا سنختبر: الحل:

H0: [p1 = p2 = p3]  :مقابل الفرضية  H1:  .[النسب الثلاث غير متساوية]
,p3حيث  p2, p1 هم بإتباع طرق الحقيقية لنسب الذين لم يتم شفاؤ  تمثل القيم
 على الترتيب. A  ،B  ،C  العلاج

ومن أجل ذلك نعين أولا  جدول التكرارات المتوقعة المرافق لجدول التكرارات 
 المشاهدة المفروض حيث:
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𝐸𝑖𝑗 =
𝑂𝑖.× 𝑂.𝑗

𝑛
   ;        𝑖 = 1, 2 ;       𝑗 = 1, 2, 3  

 وينتج لدينا:
 النتائج طرق العلاج

C B A 

 عدم الشفاء 56 57 57
 شفاء 884 888 893

 : 𝐻0ثم نحسب القيمة التجريبية لإحصائية الاختبار تحت صحة 

𝜘0
2 = ∑ ∑

(𝑂𝑖𝑗−𝐸𝑖𝑗)
2

𝐸𝑖𝑗

𝑐
𝑗=1

𝑟
𝑖=1 =

(70−56)2

56
+ ⋯ +

(905−893)2

893
= 6.484  

𝛼وعند مستوى المعنوية  =  ودرجة الحرية 0.05

 𝛾 = (𝑟 − 1)(𝑐 − 1) = (2 − 1)(3 − 1) = 2  

𝜘1−𝛼 نحسب القيمة النظرية لإحصائية الاختبار  
2 (𝛾) = 𝜘0.95

2 (2) = 5.99  
𝑥0 وبالمقارنة مع

2 = 𝑥0نجد أن   6.484
2 > 𝑥1−𝛼

2 (𝛾)  نرفضومنه 𝐻0 
 في نسب الشفاء بالنسبة لطرق العلاج الثلاث. أي هناك فروق   𝐻1ونقبل 
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 تمارين غير محلولة )للقسم العملي(: 4.5: 

من الدجاج البيّاض  Aبيضة مسحوبة من الفوج  48إذا كان متوسط أوزان 1) 
بيضة مسحوبة من  60، ومتوسط أوزان G 10بانحراف معياري   G 50 هو

. هل هناك G 8بانحراف معياري G   54من الدجاج البيّاض هو Bالفوج 
وعند  A  ،Bفرق بين متوسطين الوزن لمجتمعي الفوجين من الدجاج البيّاض 

 .0.05مستوى المعنوية 

𝑛1  اختيرت عشوائيا  مجموعتان من المصابين بمرض معين:2)  = 12،   𝑛2 =

نهاية استخدام الدواء، وطبقت عليهما طريقتان مختلفتان في العلاج، وفي  10
 81اختبار مخبري، فكان متوسط التحسن في المجموعة الثانية أجري لهما 

مجال ثقة للفرق الحقيقي بين  %99والمطلوب: أوجد  .5وبانحراف معياري 
متوسطي التحسن في مجتمعي الدراسة بفرض أن المجتمعات المدروسة موزعة 

 طبيعيا  ... وماذا تستنتج؟
: أخذ عينتين من الأطفال، أعطي العينة الأولى تيةأجرى طبيب التجربة الآ3) 

 Bممزوجا  بالفلور، وأعطى العينة الثانية معجونا  للأسنان  Aمعجونا  للأسنان 
وبهدف  A ،B وبعد ثلاث سنوات من استخدام المعجونين ،فلورعلى لا يحوي 

 :لآتيةدراسة تآكل الأسنان وجد النتائج ا

μ1  S1 = 7.15  X = 9.78  𝑛1 =  A( 1)العينة   260

μ2  S2 = 8.31  Y = 12.18  𝑛2 =   B  (2العينة )  289

والمطلوب : فهل تقودنا هذه النتائج إلى القول بأفضلية أحد المعجونين عن  
 من الثقة. %99الآخر بتقليص تآكل الأسنان بمستوى 
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( لمعالجة مرضى انحلال الدم عند الأطفال، فأخذنا 2( و)1)طبقت طريقتان 4) 
( وطبقت على الثانية 1من المرضى، طبقت على الأولى الطريقة ) ينعينت

𝑛1(: 1( فإذا كان حجم العينة )2الطريقة ) =  18مريضا  شفي منهم  50
𝑛2 وحجم العينة الثانية: =  %99. والمطلوب: أوجد 12شفي منهم  40
 وماذا تستنتج؟ ،همالحقيقي بين نسبتي الذين تم شفاؤ  مجال ثقة حول الفرق 

امرأة من  35رجل يقابلهم  1000رجلا  من  60تبين سجلات مشفى أن 5) 
هل تقدم هذه النتائج . امرأة، ممن كانوا يعانون مرض السكري  1000أصل 

دلالة كافية على أن نسبة الإصابة بمرض السكري أكبر عند الرجال وذلك عند 
 . 0.05مستوى الدلالة الإحصائية 

ا كمخدر ومدى علاقتها بسوء التكيف الاجتماعي أجريت دراسة تأثير المارجوان6) 
يعرض لنا النتائج التي تم التوصل إليها من عينة عشوائية  تيوالجدول الآ
شخص يدخنون المارجوانا، وقد صنفت عناصر هذه العينة  100مكونة من 

 :لآتيمن حيث درجة التدخين وعدم التكيف الاجتماعي كما في الجدول ا
 

المجموع 
 السطري 

  تدخين المارجوانا درجة
 ضعيف وسط شديد

 أرق  10 5 7 22
 ةعدواني 11 7 18 36
 ذهان مؤقت 6 11 7 24
 لا توجد أمراض ظاهرة 10 6 2 18

 المجموع العمودي 37 29 34 100

𝛼عند مستوى الأهمية  تيةوالمطلوب: اختبار الفرضية الآ = 0.05  
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 مدى الخلل في التكيف الاجتماعي". في" لا تأثير لمستوى تعاطي المارجوانا 
مدخنا  ومصنفة حسب درجة إدمانهم من  280أوضاع  لآتييمثل الجدول ا 7)

 :جهة وإصابتهم بالضغط الشرياني من جهة أخرى 

مدخن  غير مدخن المجموع
 وسط

  مدخن بكثرة

 مصاب بالضغط الشرياني 30 36 21 87

193 148 26 19 
غير مصاب بالضغط 

 الشرياني
 المجموع 49 62 169 280

𝛼والمطلوب: اختبار الفرضية التالية عند مستوى الأهمية  = 0.05  

 " لاعلاقة بين درجة التدخين وارتفاع الضغط الشرياني".

أجريت دراسة على عينتين من المواليد لمعايرة كمية التيروكسين في الدم 8) 
 :تيةالآمن الإناث وكان لدينا النتائج  خرى إحداها من الذكور والأ

μ1  S1
 = 3.10  X = 9.8  𝑛1 =  عينة الذكور  49

μ2  S2
 = 2.32  Y = 9.75  𝑛2 =  عينة الإناث  33

مجال ثقة حول الفرق الحقيقي بين متوسطي كمية  %99والمطلوب: أوجد 
 .التيروكسين بالدم عند الذكور وعند الإناث، وفسر الناتج

، لمعالجة مرض حمى السحايا عند الأطفال  B, Aطبقت طريقتان مختلفتان 9) 
ن من المرضى، طبقت على العينة الأولى الطريقة يومن أجل ذلك تم أخذ عينت
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A  وطبقت على العينة الثانية الطريقةB تم  60. فإذا كان حجم العينة الأولى
مريضا   20تم شفاء  50مريضا  منهم، وكان حجم العينة الثانية  25شفاء 

رق الحقيقي بين نسبتي من مجال ثقة حول الف %99منهم. والمطلوب: أوجد 
 . وماذا تستنتج؟Bوالطريقة  Aتباع الطريقة اهم بيتم شفاؤ 

فئران مصابة  9ار فعالية مصل جديد لمعالجة السرطان، تم اختيار بلاخت10) 
فقط منها بهذا المصل  5م علاج تبهذا المرض وفي مرحلة متقدمة منه، و 

وترك الباقي تحت المراقبة حتى الوفاة. فإذا كانت مددّ بقائها على قيد الحياة 
 :تيبالسنوات منذ بدء المعالجة هي كالآ

 مع المعالجة 2.1 5.1 1.4 4.6 0.9
 دون معالجة 1.9 0.5 2.8 3.1 

علما  بأن من الأهمية.  0.05ن العلاج فعال بمستوى فهل يمكن القول إ
 وبتباينات متساوية. طبيعي  مجتمعي الفئران 

النتائج التي حصل عليها طبيب بملاحظة مجموعة من  تييمثل الجدول الآ 11)
 الأشخاص أعمارهم من جهة وإصابتهم بمرض معين من جهة أخرى 

 فئات العمر
 الحالة المرضية

 أطفال شباب كهول
 مصاب يالمرض 40 16 12
 غير مصاب 72 44 30

وجود علاقة بين العمر والإصابة بهذا المرض  ىهل تدل هذه النتائج عل
𝛼وبمستوى  =  ؟من المعنوية 0.01
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سائق وفئات  500عدد الحوادث التي تعرض لها  تييمثل الجدول الآ 12)
عاما ، خلال عام واحد في مدينة  50و  18أعمارهم التي تتراوح ما بين 

 معينة.

𝛼والمطلوب: عند مستوى المعنوية  =           تيةيراد اختبار الفرضية الآ 0.01
 " عدد الحوادث مستقلة عن عمر السائق".

 
 حيث

𝑛 = 500) ) 

[41-50] [26-40] [18- 25] 
  فئات العمر

 عدد الحوادث
105 120 75 0 

40 60 50 1 

5 20 25 2 

يعتقد أن حياة مريض يعالج من مرض الفشل الكلوي الحاد تتبع التوزيع 13) 
𝜆بالوسيط   تيالآالأسي  =  مريضا   50سنه، تم دراسة عينة من  0.05

 :تيبهذا المرض وكانت النتائج كالآ

,3]  ]2,3]  ]1,2]  ]0,1] مدة حياة المريض
 

→[  

 4 9 16 21 التكرار المشاهد

𝛼والمطلوب: هل تقبل صحة الادعاء عند مستوى المعنوية  =  ؟0.05
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 ةالمحاضرة السادسة عشر 

 السادسالفصل 

 الترابط و التنبؤ
Correlation and Prediction 

 

 : Introductionالمقدمة  6-1

، عدة ظواهر ) عدة متغيرات ( معا   في كثير من التطبيقات نكون مهتمين بدراسة
لذلك سوف ننظر ، علاقة أو ارتباط بينهما  ن كان هناك أيّ إو ذلك بهدف معرفة 

المشاهدات ) القياسات ( و نرى إن كان هناك علاقة إلى مجموعتين مختلفتين من 
ي المجموعة الأخرى يصاحبه تغير ف المجموعتينهل التغير في إحدى  ما بينها .

و ما قوة تلك العلاقة ؟ ففي مجال الصحة كما في الاقتصاد و  ؟و في أي اتجاه
 تية : هل هذان المتغيرانا تطرح مثل التساؤلات الآمعلم الاجتماع و غيره

خر؟ فمثلا  ا ينبئنا عن الآممرتبطان و ما طبيعة العلاقة بينهما و هل أحده
نتساءل هل هناك علاقة بين الطول و الوزن لمجموعة من الأشخاص. هل هناك 

هل المدخن أكثر عرضه و  ؟انعلاقة للتعرض للإشعاع و الإصابة بمرض السرط
تفاع ضغط الدم ؟.... الوزن و ار  هل هناك علاقة بينو  للإصابة بسرطان الرئة ؟

 لخ من التساؤلات .إ

   دراسة العلاقة بين مجموعتين من القراءاتإلى هذه الأسئلة نحتاج  نو للإجابة ع
تمثل المتغير الأول و   X( حيث   X, Y ) المشاهدات ( مرتبة على شكل أزواج ) 
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Y   ل تمثل المتغير الثاني و المعنى من كلمة مرتبة هو أن نجعل المكان الأو
. فإذا أخذنا الثاني لمشاهدات المتغير الثاني لمشاهدات المتغير الأول و المكان

 ،ستكون وزنه  Y و ، ستكون طول الشخص   Xن إعينة من الأشخاص البالغين ف
 Y قيم( و independent variable) مشاهدات المتغير المستقل  X قيم ندعوو 

 .( dependent variableمشاهدات المتغير التابع )
 ا  عليه أو متحكم ا  أو المتغير المستقل أحيانا  يكون مسيطر   Xقراءة المتغير الأول 
 . تكون نتيجة التجربة Y  فيه و قراءة المتغير 

فإذا كان لدينا متغيران الأول كمية الدواء والثاني مدة الشفاء فإن مشاهدات المتغير 
فتسجل فيما بعد. و بعد معرفة   Y بينما مدة الشفاء، يمكن التحكم بها   xالأول 

 عند معرفتنا بكمية الدواء المعطاة .  Yطبيعة العلاقة يمكننا التنبؤ بقيم 

 :   Scatter Diagramمخطط الانتشار   6-1-1

 جراء تحليل رياضي على البيانات المشاهدة لغرض معرفة إذا كان هناك أيّ إقبل 
علاقة بين أي متغيرين فإنه من الأفضل رسم ما يسمى بمخطط الانتشار لتلك 

نمثل مشاهدات المتغير المستقل على المحور الأفقي و مشاهدات  إذالبيانات 
لنجد أزواج المشاهدات ممثلة بنقاط مبعثرة  ،غير التابع على المحور العمودي متال

ا صورة أولية تساعد في كشف إن توزيع تلك النقاط يعطين . 0xy ى في المستو 
 العلاقة بين المتغيرين إن كانت موجودة .

 :(1-6) مثال
المتغير   X في أحد البحوث اخترنا عشوائيا  عشرين شخصا  لمعرفة العلاقة بين 

هو معدل المتغير التابع و   Y كسجين المستنشق و و هو الكمية الكبرى للأالمستقل و 
 (1-6) تيالجدول الآضربات القلب و سجلنا النتائج في 
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 (1-6الجدول )                              
لمشاهدات  Y  و   X يمثل شكل الانتشار بين المتغيرين  تيالآ (1-6و الشكل )

  العينة

 
 .مخطط الانتشار لكمية الأوكسجين ومعدل ضربات القلب (1-6الشكل )      

  y الانتشار السابق نرى بوضوح أن هناك نزعة متمثلة في زيادة قيم  مخططمن 
ن هناك تامة بمعنى أالعلاقة الخطية ليست و هذه  ، x بشكل خطي مع تزايد قيم 

ضمن مجموعة الأشخاص الذين استنشقوا نفس كمية الأكسجين .  ا  عشوائي ا  تغير 

23 35 30 51 32 8 12 50 49 43 x 

95 130 95 190 165 75 95 186 180 175 y 

45 5 20 10 15 29 40 38 16 25 x 

175 45 105 79 65 140 140 160 130 93 y 
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من ،   16 , 15 فمثلا  في هذه العينة شخصان استنشقا الكميتين المتقاربتين 
هذا و   130 , 65 الأكسجين في حين كانت معدلات ضربات القلب متباعدة 

 العمر . –ى مثل الوزن الفارق الكبير قد يعود لعوامل أخر 

 أشكال الانتشار و الارتباط الخطي :  6-1-2

. قوة العلاقة الخطية بين متغيرين الغرض الأساسي من تحليل الارتباط هو قياس
و   Xسوف نستعرض الآن بعض العلاقات الممكنة بين المتغيرين المستقل 

 . Yالمتغير التابع 
  (2-6) )مبعثرة( في المستوي كما في الشكلإذا كانت النقاط منتشرة عشوائيا أولا : 

     y و   x بين  خطية فلا يوجد في هذه الحالة علاقة

  
   ( شكل مخطط الانتشار لمتغيرين لا علاقة بينهما2-6الشكل )            

بدرجات   x مع ازدياد قيم المتغير المستقل   y إذا تزايدت قيم المتغير  :ثانيا  
قد تكون هذه و   y و   x فيكون هناك ارتباط موجب بين المتغيرين  ، مختلفة
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( توضح    c , b , a-  3-6) العلاقة قوية أو متوسطة أو ضعيفة و الأشكال
 ذلك :

 
    a -        علاقة قوية    b-        علاقة متوسطة    c - علاقة ضعيفة    

 قوية ومتوسطة وضعيفة. (  أشكال الانتشار لثلاث علاقات 3-6الشكل )  

يكون  x بدرجات مختلفة مع تزايد مشاهدات  yتناقصت قيم المتغير  إذا ثالثا :
 ( : 4-6و نمثل ذلك في الشكل )   y و  xهناك علاقة ارتباط عكسية بين 

 

                                  

 

 

 

و ، ( بأشكال مختلفة  x, yقد تنتشر النقاط الممثلة لأزواج المشاهدات ) رابعا  : 
( ففي الأول ترتبط 5-6كما يوضح ذلك الشكلين التاليين )  قد لا تكون خطية

بشكل غير خطي و لها شكل تابع من الدرجة   xمع المشاهدات   y المشاهدات 

 
 ( شكل الانتشار لعلاقة ارتباط خطية عكسية 4-6الشكل )      
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من الدرجة الثانية  إما في الشكل الثاني فهي علاقة تابع ، الثانية تقعره للأسفل
  .تقعره للأعلى

                   
 التقعر نحو الأعلى                                                                        الأسفل                 نحو التقعر           

 الانتشار لعلاقتين من الدرجة الثانية (  شكلا 5-6الشكل )               

 وسنهتم فقط بالعلاقات الخطية أو التي يمكن تحويلها إلى خطية . 

 معامل الارتباط الخطي لبيرسون : 6-2
Pearson  Linear Correlation coefficient: 

مقياس لقوة   هو عبارة عن   Rمعامل الارتباط الخطي لبيرسون و يرمز له بـ 
و هو يعكس مدى تماسك التأثير الناتج عن التغير ، العلاقة الخطية بين متغيرين 

و قيمة معامل الارتباط الخطي   yعلى التغير في قيم المتغير   xفي قيم المتغير 
و   xفقيمته الموجبة دلالة على أن العلاقة الخطية بين  1+و 1-   تكون دائما  بين

 y  الأول يؤدي لتزايد قيم الثاني ) إذا كانت   طردية أي تزايد قيمR  قريبة من
1  وإذا  كانت قريبة من، الواحد : فالعلاقة قوية 

2
 كانت  وإذا ،فتكون متوسطة   

 ( .  3-6. الشكل) قريبة من الصفر فهي ضعيفة (
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سالبة أو ن العلاقة بين المتغيرين تكون إف  R<0أما إذا كانت قيمته سالبة 
) الطول( مع  xلمشاهدات   R (. فمثلا  نتوقع أن تكون  4-6الشكل )  عكسية.

)الوزن( لمجموعة من الأشخاص موجبة أو طردية كما أننا نتوقع أن  yمشاهدات 
) عمر السيارة ( قوية سالبة أو   x)سعر السيارة ( مع  yلمشاهدات   Rتكون 

 ها .عكسية أي ينقص سعر السيارة مع زيادة عمر 

ن عدة صيغ متكافئة فإذا فرضنا أزواج المشاهدات و و لمعامل ارتباط بيرس
 هي : x,yلمتغيرين 

(x1 , y1),   (x2 , y2)  , .  .   .  , (xn , yn)  

بأنه متوسط جداءات القيم المعيارية للمتغيرين    Rفنعرف معامل الارتباط لبيرسون 
x,y :أي 

  (6-1)         𝑅 =  
1

𝑛−1
∑ (

𝑥𝑖 − 𝑥̅

𝑆𝑥
) . (

𝑦𝑖 − 𝑦̅

𝑆𝑦
)𝑛

𝑖=1   

𝑆𝑦حيث   , 𝑆𝑥   القيم المعيارية لمشاهداتy,x   على الترتيب 

𝑆𝑥
2 =  

1

𝑛−1
(∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 −   

( ∑ 𝑥𝑖  )
𝑛
𝑖=1

2

𝑛
)  

𝑆𝑦
2 =  

1

𝑛−1
(∑ 𝑦𝑖

2𝑛
𝑖=1 −   

( ∑ 𝑦𝑖  )
𝑛
𝑖=1

2

𝑛
)  

وللعلاقة السابقة عدة صيغ متكافئة يمكن استخدامها في حساب معامل الارتباط 
 منها : 

              6-2𝑅 =  
∑ 𝑥𝑖 .𝑦𝑖 − 𝑛

𝑖=1   𝑛.𝑥.̅𝑦̅

√∑ 𝑥𝑖
2 –𝑛𝑥 ̅2𝑛

𝑖=1 √∑ 𝑦𝑖
2𝑛

𝑖=1 −  n.𝑦 ̅2
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 تية:وتكتب أيضا بالصيغة الآ

              6 -3           𝑅 =  
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅) .(𝑦𝑖 − 𝑦̅)𝑛

𝑖=1

√∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1 √∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̅)2𝑛

𝑖=1

  

 (2-6مثال )
ومعدل ضربات القلب    Xلدراسة العلاقة بين الكمية الكبرى للأكسجين المستنشق

Y ( 1-6ومن أجل عشرة أشخاص أخذنا أول عشر أزواج من القيم في الجدول) 
بالاعتماد على الصيغة  ( أنه هناك علاقة إيجابية قوية1-6وجدنا من الشكل )

 : لآتينلخص عملية إيجاد معامل الارتباط في الجدول ا(  لعلاقة الارتباط 6-3)

 (2-6الجدول )

(𝒚𝒊 − 𝒚̅)𝟐  (𝒙𝒊 − 𝒙̅)𝟐  (𝒙𝒊 − 𝒙̅)(𝒚𝒊 − 𝒚̅)  𝒚𝒊  −  𝒚̅  𝒙𝒊 − 𝒙̅  𝒚𝒊  𝒙𝐢  

1324.96 94.09 353.08 36.4 9.7 175 43 

1713.96 246.49 649.98 41.4 15.7 180 49 

2246.76 278.89 791.58 47.4 16.7 186 50 

1900.96 453.69 928.68 -43.6 -12.3 95 12 

4044.96 640.09 1609.08 -63.6 -25.3 75 8 

696.96 1.69 -34.32 26.4 -1.3 165 32 

2641.96 313.29 904.47 51.4 17.7 190 51 

1900.96 10.89 143.88 -43.6 -3.3 95 30 

73.96 2.89 -14.62 -8.6 1.7 130 35 

1900.96 106.09 449.08 -43.6 -10.3 95 23 
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 الاعمدة نجد :بجمع قيم 
∑ 𝒙𝐢

𝑛
𝑖=1 = 333      ,   ∑ 𝒚𝒊

𝑛
𝑖=1  =   1386                

∑ (𝒙𝒊 − 𝒙̅)𝑛
𝑖=1  = 0      ,   ∑ (𝒚𝒊  −  𝒚̅)𝑛

𝑖=1 = 0     
    ∑ (𝒙𝒊 − 𝒙̅)(𝒚𝒊 − 𝒚̅)  = 5786.2                        𝑛

𝑖=1   

∑ (𝒙𝒊 − 𝒙̅)𝟐 = 2148.1𝑛
𝑖=1   , ∑ (𝒚𝒊 − 𝒚̅)𝟐 = 18446.4𝑛

𝑖=1  

    و منه :
𝒙̅ =

333

10
=  33.3      , 𝒚̅ =  

1386

10
= 138.6  

 (   3-6بالتبديل في الصيغة ) 
𝑅 =  

5786.2   

√2148.1√18446.4
=  

5786.2

6301.1
= 0.92  

 ملاحظة :
 Rو لنقوم بحساب  ( أسهل في التطبيقات العملية . 2-6إن استخدام الصيغة )  

 مرة ثانية و باستخدام الجدول المساعد :
𝑦𝑖

2  𝑥𝑖
2  𝑥𝑖  . 𝑦𝑖  𝑦𝑖  𝑥𝑖   

30625 1849 7525 175 43 

32400 2401 8820 180 49 

34596 2500 9300 186 50 
9025 144 1140 95 12 

5625 46 600 75 8 

27225 1024 5280 165 32 

36100 2601 9690 190 51 

9025 900 2850 95 30 

16900 1225 4550 130 35 

9025 520 2185 95 23 

∑ yi
2𝑛

𝑖=1 = 201546  ∑ xi
2 =    13237𝑛

𝑖=1  ∑ 𝑥𝑖  . 𝑦𝑖 = 𝑛
 𝑖=1  51940  ∑  𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1 = 1386  ∑ 𝑥𝑛

𝑖=1 i
=333 

 (3-6الجدول )
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𝑅 =  
51940−10 ( 33.3)(138.6)

√13237−10 (33.3)2√210546−10 (138.6)2
  

=     
5786.2 

√2148.2 √18446.4 
 =   0.92  

بين كمية تدل الإشارة الموجبة والقيمة القريبة من الواحد على أن علاقة الارتباط 
لمستنشق كسجين االأكسجين ومعدل ضربات القلب طردية وقوية أي زيادة كمية الأ

يؤدي لزيادة ضربات القلب في الواقع العلاقة هنا ليست سببية، ويجب التركيز أن 
   الارتباط لا يعني السببية.

 اختبار الفروض حول معامل الارتباط الخطي :
:Testing of Hypotheses for Linear Correlation Coefficient 

 Rهل قيمة  تيالآبعد حساب معامل الارتباط الخطي للعينة المعطاة نطرح السؤال 

المحسوبة من الصيغ السابقة تدل على أن هناك علاقة بين المتغيرين في  
هي القيمة التي إذا كانت قيمة  بمعنى آخر ما، المجتمع  الذي سحبت منه العينة 

R   أكبر منها يكون هناك علاقة ارتباط وإذا كانت قيمةR   أصغر منها تكون
 للإجابة عنY  وقيم 𝑋لا يوجد ارتباط خطي بين قيم  ، ومن ثَم  العلاقة ضعيفة  

 :أتيكما ي  0Hهذا السؤال نقوم باختبار فرض العدم 

و هو ذو طرفين  𝐻1 ضد الفرض البديل 𝐻0خطيا   المتغيران غير مرتبطين
𝐻1 (المتغيران مرتبطان خطيا  ) كمايلي ∶. 

 يمكن أن يكون على الصيغة  𝐻1في الحقيقة الفرض البديل 
𝐻1المتغيران مرتبطان خطيا  بشكل موجب    ∶ 
𝐻1أوالمتغيران مرتبطان خطيا  بشكل سالب   ∶ 
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 فنكتب  ،  للدلالة على معامل الارتباط الخطي للمجتمع ρفإذا استخدمنا الرمز 
𝐻0               فرضية العدم                        ∶  𝜌 = 0              

𝐻1            طرفين          يمقابل الفرض البديل ذ ∶  𝜌 ≠ 0        
𝐻1     ا     مّ إأو مقابل الفرض البديل بطرف واحد   ∶  𝜌 > 0      

𝐻1                             وإمّا                    ∶  𝜌 < 0        

 :تيةالأمور الآبد من  لا  𝐻1  ,   𝐻0لاختبار الفروض السابقة  

تحسب تحت صحة  𝑡0للعينة حيث  Rلمعامل الارتباط  𝑡0حساب الاحصاء  -1
 :      يأتيكما   𝐻0فرضية العدم 

     (6-4                   )𝑡0 =
 𝑅− 𝜌 

𝑆𝑅
=  

 𝑅−0 

√1− 𝑅2

𝑛−2 

=  
𝑅 √𝑛−2

√1− 𝑅2
                              

= 𝛾حصاء توزيع  ستودنت  بدرجات حرية تساوي و لهذا الإ 𝑛 −  حيث   2

𝑆𝑅 =  √
1− 𝑅2

𝑛−2
 . ρمقدر لــ  Rهو الخطأ المعياري عند اعتبار  

حسب أهمية  0.01 , 0.02 , 0.05 ,.…. قد تكون  αتحديد مستوى المعنوية  -2
 .البحث

= 𝛾نستخدم جدول توزيع ستودنت بدرجة حرية  -3 𝑛 − لتعيين القيمة    2
𝑡1−α الحرجة 

2⁄  (𝛾 ) يسارها و تحت منحني الكثافة لستودنت ى التي تحصر عل
1مساحة مقدارها  𝛾بدرجة  − 𝛼 2⁄. 

 :وفق الآتي ثم نتخذ القرار المناسب -4
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a)  إذا كانت القيمة المطلقة للقيمة المحسوبة𝑡0               أكبر من القيمة الحرجة
(  |𝑡0| > 𝑡1−α

2⁄  (𝛾 ) )  نرفض الفرضية𝐻0  و نقبل𝐻1  ذات الطرفين
 .ا  ويكون الارتباط معنوي

b)  إذا كانت القيمة المطلقة للقيمة المحسوبة𝑡0          أصغر من القيمة الحرجة
(  |𝑡0| < 𝑡1−α

2⁄  (𝛾 ) )  نقبل الفرضية𝐻0  ، و نعتبر أن قيمة R  ليست
 أي ليست هناك علاقة ارتباط بين المتغيرين.، معنوية 

 (3-6)  مثال
و كان ، ( حيث حسبنا معامل ارتباط بيرسون للعينة 2-6بالعودة للمثال السابق )

𝑅 = نقوم باختبار معنوية y و    xمعامل ارتباط  ρوهو قيمة تقديرية لـ   0.92
= 𝛼عند مستوى معنوية  Rمعامل الارتباط   مثلا. 0.05

 الحل: 
 حصائي نصيغ الفرض الإ -1

𝐻0 ∶  ρ = 0  
𝐻1 ∶  ρ ≠ 0  

 𝐻0(  و تحت فرضية   4-6من العلاقة )   𝑡0نحسب قيمة  -2

𝑡0 =  
𝑅√𝑛−2

√1−𝑅2
=

0.92√10−2

√1−(0.92)2
≅

2.6

√0.15
≅ 6.7  

  المعطى بالشكل:و هي المجال  𝐻0نعين منطقة قبول  -3

[ − 𝑡1−𝛼
2⁄ (𝑛 − 2) , 𝑡1−𝛼

2⁄ (𝑛 − 2)] = [ −𝑡0.025(8), 𝑡0.975(8)]  

𝑡0.975(8)و القيمة   = في جدول   0.025 و عمود  8نجدها في سطر   0.23
 توزيع ستودنت.
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𝑡0إذن  = , 2.306− ] لا تقع في المجال   6.7 |𝑡0|أو [ 2.306 > 2.306  
ρالفرضية  ، ومن ثَم   𝐻0المحسوبة تقع في منطقة رفض  𝑡0أي  = غير   0

ننا على ثقة مقدارها أو هذا يعني ،  %95و ذلك بدرجة ثقة أكبر من  ،صحيحة
بأن هناك علاقة خطية بين الكمية الكبرى للأكسجين المستنشق و معدل  95%

 ضربات القلب .

 معامل سبيرمان لارتباط الرتب   6-3
  Spearman's  Rank Correlation Coefficient    : 

إن معامل الارتباط الخطي لبيرسون الذي سبق ذكره يمكن أن يستخدم لقياس 
هي  و  xمن  ملاحظات كُلّ   ، عندما تكون الارتباط الخطي بين متغيرين كميين 

𝑥𝑖) و )y  وهي(𝑦𝑖 مقادير كمية. فلا يمكن استخدامه إذا ) كانت المشاهدات
يجاد مقياس للارتباط في لذلك دعت الحاجة لإ، ( ليست كمية )اسمية أو رتبية

. و من هذه المقاييس معامل ةهما غير كمييحال كانت قيم أحد المتغيرين أو كل
سبيرمان لارتباط الرتب الذي يمكن استخدامه لقياس الارتباط بين المتغيرات التي 

 يمكن ترتيب قيمها أي إذا كانت المتغيرات رتبية أو فئوية .

 من الأزواج المرتبة لمشاهدات العينة   nليكن لدينا مجموعة مكونة من 
(𝑥1 , 𝑦1) , (𝑥2 , 𝑦2)  , … … … , (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛 )  

𝑟 ( 𝑥𝑖و لنرمز بـ  , 𝑥1في العينة  𝑥𝑖لرتبة المشاهدة  (  𝑥2 , … , 𝑥𝑛  أي ترتيبها(
𝑟 ( 𝑦𝑖في العينة بعد ترتيب العينة تصاعديا( وبـ  في العينة  𝑦𝑖لرتبة المشاهدة  ( 

𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛 . 
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بشكل تصاعدي أو تنازلي  yو رتب قيم المتغير  xيتم استخدام رتب قيم المتغير 
. و في حال تساوي مشاهدتين طبيق نفس الطريقة لكلا المتغيرينمعا  بشرط ت

𝑥𝑖 =  𝑥𝑖+1  . نعطي لكل منها نفس الرتبة و تساوي متوسط رتبتي القيمتين  
ما ات نحسب معامل سبيرمان لارتباط الرتب كوبعد استخراج رتب قيم المتغير 

 :يأتي
a)  معامل سبيرمان لارتباط الرتب هو معامل الارتباط الخطي لبيرسون لرتب

 :تيةمن العلاقات المتكافئة الآ المتغيرين أي معامل سبيرمان لارتباط الرتب يعطى

        (6-5)𝑟𝑠 =  
∑ (𝛾𝑖 − 𝛾̅)(𝑤𝑖 − 𝑤̅)𝑛

𝑖=1

√∑ (𝛾𝑖 − 𝛾̅)2𝑛
𝑖=1 √∑ (𝑤𝑖 − 𝑤̅)2 𝑛

𝑖=1

                                

         (6-6               )𝑟𝑠 =  
∑ 𝛾𝑖𝑤𝑖 −𝑛𝛾̅𝑤̅𝑛

𝑖=1

√∑ 𝛾𝑖
2 −𝑛 (𝛾̅)2𝑛

𝑖=1 √∑ 𝑤𝑖
2 −𝑛 (𝑤̅)2𝑛

𝑖=1

       

         (6-.)𝑟𝑠 =  
𝑛 ∑ 𝛾𝑖𝑤𝑖 −∑ 𝛾𝑖

𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑤𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

√𝑛 ∑ 𝛾𝑖
2 −(∑ 𝛾𝑖

𝑛
𝑖=1 )2𝑛

𝑖=1 √𝑛 ∑ 𝑤𝑖
2 −(∑ 𝑤𝑖

𝑛
𝑖=1 )2𝑛

𝑖=1

          

 حيث 
𝛾𝑖 = 𝑟 (𝑥𝑖) ،𝑤𝑖 = 𝑟 (𝑦𝑖)  ،𝛾̅ =

1

𝑛
∑ 𝛾𝑖

𝑛
𝑖=1  ،𝑤̅ =

1

𝑛
∑ 𝑤𝑖

𝑛
𝑖=1 

b)  ُمن المتغيرين  لّ  اذا لم يكن هناك تشابه بين رتب قيم ك  xوy ننا نحسب فإ
 : تيةمعامل سبيرمان لارتباط الرتب من الصيغة البسيطة المكافئة الآ

  (6-1                  )𝑟𝑠 =   1 − 
6 ∑ 𝑑𝑖

2𝑛
𝑖=1

𝑛(𝑛2−1 )
  

𝑑𝑖   حيث:  =   𝑟 (𝑥𝑖)  −  𝑟 (𝑦𝑖)  هو الفرق بين رتبتي𝑥𝑖  و𝑦𝑖.  و يجوز
استخدام العلاقة البسيطة هذه و الحصول على قيمة تقريبية في حال وجود عدد 



211 
 

لمتساوية في أحد المتغيرين ذا كانت عدد الرتب االمتساوية . أما إقليل من الرتب 
 فيجب استخدام العلاقة الأولى فقط . ا  هما كبير أو كلي

 ( :4-6مثال )
سة بمتوسط عدد السجائر اليومية و شدة والمقي xلدراسة العلاقة بين كمية التدخين 

أخذنا عينة عشوائية من عشرة أشخاص من المدخنين  yصابة بسرطان الرئة الإ
 yوx سجلنا مشاهدات كل من المتغيرين  ، والذين أصيبوا بمرض سرطان الرئة 

 : تيفي الجدول الآ
35 30 30 30 25 20 15 15 10 5 x 

E E C D E C B A B A y 

 هي : Yحيث  مشاهدات المتغير 
A =   خفيفة جدا،  B=  خفيفة، C = صابة متوسطة إ، D = صابة شديدة إ ، 
 E =   شديدة جدا . 

 أوجد معامل ارتباط الرتب لسبيرمان .
 المتغيرات أولا  نوجد رتب قيم كل الحل :
35 30 30 30 25 20 15 15 10 5 𝑥𝑖  
10 8 8 8 6 5 3.5 3.5 2 1 𝑟(𝑥𝑖) 

من الصيغة البسيطة  𝑟𝑠( لحساب 3-6نلخص العمليات الحسابية في الجدول )
(6-1): 

 

E E E D C C B B A A 𝑦𝑖 
9 9 9 7 5.5 5.5 3.5 3.5 1.5 1.5 𝑟(𝑦𝑖) 
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𝑑2  𝑑 =  𝑟(𝑥) − 𝑟(𝑦)   رتبــةy 

𝑟(𝑦) = 𝑤  
 xرتبـة 

𝑟(𝑥) = 𝛾  
Y x 

0.25 - 0.5 1.5 1 A 5 

2.25 - 1.5 3.5 2 B 10 
4 2 1.5 3.5 A 15 

0 0 3.5 3.5 B 15 

0.25 - 0.5 5.5 5 C 20 

9 - 3 9 6 E 25 

1 1 7 8 D 30 

6.25 2.5 5.5 8 C 30 

1 -1 9 8 E 30 

1 1 9 10 E 35 

∑ 𝑑𝑖
210

𝑖=1 = 25  
 (3-6الجدول )

𝑟𝑠 =   1 − 
6 ∑ 𝑑𝑖

2𝑛
𝑖=1

𝑛(𝑛2−1 )
 = 1 − 

6 ( 25 )

10 ( 100−1)
= 1 −

150

990
= +0.848  

( أي نطبق معامل 5-6نحسب معامل ارتباط الرتب لسبيرمان باستخدام الصيغة )
الارتباط الخطي لبيرسون على بيانات الرتب في العمودين الثالث و الرابع من 

 ( السابق :2-6الجدول)

𝑟𝑠 =  
∑ (𝛾𝑖 − 𝛾̅)(𝑤𝑖 − 𝑤̅)𝑛

𝑖=1

√∑ (𝛾𝑖 − 𝛾̅)2𝑛
𝑖=1 √∑ (𝑤𝑖 − 𝑤̅)2 𝑛

𝑖=1

 =
67 

√80 √79  
 =  +0.843  

 عزى بسيطا ( و الاختلاف بين النتيجتين يُ نة النتيجتين نلاحظ هناك فرقا  )بمقار 
و من قيمة  yرتب قيم المتغير  ولاسيّمالوجود عدد كبير من الرتب المتشابهة 

𝑟𝑠معامل الارتباط هذه  = قوية نوعا  ما  يتضح أن هناك علاقة طردية   0.843
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و تلك العلاقة تعني أن شدة الإصابة بسرطان الرئة تعود ،  yوx  بين المتغيرين 
 .لزيادة كمية التدخين

 معامل الاقتران و معامل التوافق :  6-4
:Coefficient Of Contingency Coefficient Of Association  

معامل التوافق لقياس قوة الارتباط بين متغيرين اسميين يستخدم معامل الاقتران و 
( حيث لا نستطيع استخدام مقياس الارتباط  nominal variables)وصفيين( )

من  لّ لبيرسون و مقياس ارتباط الرتب لسبيرمان لتلك البيانات . فعندما ك
 (مدخن و غير مدخن  أو مريض و سليم)  1 , 0 يأخذ فقط حالتين x,yالمتغيرين 

هما يأخذ عدة أو كلي  yو  x أما عندما أي من المتغيرين ..نستخدم معامل الاقتران
(  أو لون بني –أزرق  –أو لون العينين ) أسود  0,1,2  قيم أو عدة حالات مثل

أشقر ( فنستخدم معامل التوافق لقياس شدة الارتباط  –أسمر  –) أبيض  البشرة
  .بين المتغيرين

 الاقتران :أولًا : معامل 

بفرض أننا نرغب في دراسة العلاقة بين صفتين لأفراد مجتمع ما و كل صفة 
فأي فرد من أفراد مجتمع ما سيكون  ، تأخذ حالتين فقط مثل التدخين و الجنس 

ن الصفة إأي  ، أنثى وإمّاما ذكرا  إو كذلك سيكون ، أو غير مدخن  ا  مدخن
تقسم  yمدخنين و الصفة الثانية  تقسم المجتمع إلى مدخنين و غير  xالأولى

 ،: لعدد المدخنين الذكور Aفإذا رمزنا بـ ، ناث إالمجتمع كذلك إلى فئتين ذكور و 
B  لعدد المدخنين الإناث :، C لعدد غير المدخنين الذكور :، D لعدد غير :

 :تيأو وفق الجدول الآ، المدخنين الإناث 
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 Xالصفة  ن (و الأولى ) مدخنالحالة  الحالة الثانية ) غير مدخنين(

 Yالصفة

C A ) الحالة الأولى ) ذكور 
D B ) الحالة الثانية ) إناث 

 
 :تيةبالعلاقة الآ 𝑟𝑐نعرف معامل الاقتران 

             (6-1 )                    𝑟𝑐 =
𝐴 𝐷−𝐵 𝐶 

𝐴 𝐷+𝐵𝐶  
 

 ( :5-6) مثال
عند دراسة علاقة التدخين بالتعليم في إحدى المؤسسات أخذت عينة عشوائية 

 و كانت النتائج : ، موظفا   50مكونة من 

 التدخين لا يدخن يدخن
 التعليم        

 متعلم 25 5
 غير متعلم 10 10

 بين التدخين و التعليم . 𝑟𝑐احسب معامل الاقتران 
 : الحل

 (:1-6باستخدام العلاقة ) 

𝑟𝑐 =
25 ( 10)−5 ( 10 )

25 ( 10 )+5 ( 10 )
=  

200

300 
 = 0.67  

أي نسبة المدخنين في مجتمع المتعلمين أقل من  .نجد شدة الارتباط متوسطة
 نسبة المدخنين في مجتمع غير المتعلمين.
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  ثانياً : معامل التوافق : 

للارتباط يستخدم عندما يكون للمتغيرين  مقياسا     Cramer (1946)أوجد كرامر
الوصفين أكثر من حالتين أو عندما يكون متغير وصفي له أكثر من حالتين و 

الحالات   xفإذا فرضنا أن للمتغير )الصفة( ويدعى معامل التوافق . ،الثاني كمي 
, x1 ) تيةالآ x2 , … , xr  )  )و للمتغير )الصفةy الحالات ( y1 , y2 , … , ys ) 

لتكرارات العينة التي لها  𝑓 𝑖𝑗حداها على الأقل اسمية ) وصفية ( و رمزنا بـ حيث إ
 ورتبنا الجدول:  yللصفة الثانية   jالحالةللصفة الأولى و لها  i الحالة

  𝑓i. الحالةالعينة التي لها  في:عدد التكرارات i  للصفة الأولىx. 

  𝑓.j الحالةالعينة التي لها  في:عدد التكرارات j الثانية  ةللصفy. 
  Bمن الجدول السابق نحسب المقدار  

𝑦1    𝑦2 المجموع          ….                 𝑦𝑠   
 yالصفة 

 x الصفة        
𝑓 1 .  

 
𝑓2 .  

   .           
     . 

 
𝑓𝑟 .  

𝑓11   𝑓12          ….                 𝑓1𝑠  
 

𝑓21   𝑓22          ….                 𝑓2𝑠  

 
 

𝑓𝑟1    𝑓𝑟2          ….                 𝑓𝑟𝑠  

𝑥1  
 
𝑥2  

    .           
 .  

 
𝑥𝑟   

𝑛 =  𝑓 ..  𝑓.1     𝑓.2           ….             𝑓.𝑠   المجموع 
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𝐵 =  
𝑓11

2

𝑓1.𝑓.1
 +  

𝑓12
2

𝑓1.𝑓.2
+ ⋯ + 

𝑓𝑟𝑠
2

𝑓𝑟.𝑓.𝑠.

  

 :    𝑟𝑎و نعرف معامل التوافق 

  (6-11                    )𝑟𝑎  = √
𝐵−1 

𝐵
  

 (:6-6مثال )
بهدف دراسة علاقة لون البشرة لمجموعة من الأمهات مع لون بشرة المولود  

لون  xة أم و عرفنا المتغير . اخترنا بشكل عشوائي عينة من مئالأول لكل منهن 
رة المولود لون بش  yأسمر ( و كذلك المتغير  –حنطي  –بشرة الأمهات )أبيض 
 :  ت و سجلنا النتائج في الجدول الآتيلااالأول و يأخذ نفس الح

 أبيض حنطي أسمر المجموع
 الأمهات

 
 المولود الأول

 أبيض 27 6 7 40
 حنطي 8 17 5 30
 أسمر 5 7 18 30

 المجموع 40 30 30 100

 إذا كان هناك توافق بين لون بشرة الطفل الأول و لون بشرة الأم .بين 
  الحل :

𝐵 نحسب                     =  
𝑓11

2

𝑓1.𝑓.1
 +  

𝑓12
2

𝑓1.𝑓.2
+ ⋯ + 

𝑓33
2

𝑓3.𝑓.3
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=  
(27)2

(40)(40)
 +  

(6)2

(30)(40)
+ 

(7)2

(30)(40)
 +  

(8)2

(40)(30)
+ 

(17)2

(30)(30)
+

 
(5)2

(40)(30)
+

(5)2

(30)(30)
+ 

(7)2

(30)(30)
+ 

(18)2

(30)(30)
  

≅ 0.46 + 0.03 + 0.041 + 0.05 + 0.32 + 0.03 + 0.021 + 0.05 + 0.36 = 1.36  
 (:15 -6نبدل في ) 

𝑟𝑎 =  √
𝐵−1 

𝐵
 =  √

 0.36   

1.36 
 =   0.51   

𝑟𝑎إن معامل التوافق  ≅ يبين أن قوة الارتباط بين لون البشرة للأمهات و   0.51
 للأبناء   متوسطة ليست قوية.
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 المحاضرة السابعة عشرة

 :  Ragression)الانحدار )  6-5

و الغرض من   y , x يعرف الانحدار بأنه العلاقة التي تربط بين متغيرين كميين 
دراسة هذا الموضوع هو تحديد هذه العلاقة ثم استخدامها للتنبؤ بقيم المتغير التابع 

y  إذا علمت قيمة المتغير المستقلx .  و بعبارة أخرى فإن الهدف هو تقدير
. على سبيل المثال إذا افترضنا أن  xتغير عند معرفة قيمة الم yمتوسط المتغير 

x و  ، يمثل طول الشخص الذي المتغير y  الشخص  زن و يمثل  الذي المتغير
وسجلنا قياسات أطوال مجموعة من الأشخاص وأوزانهم فإننا نتوقع علاقة تربط 

فإذا اكتشفنا هذه العلاقة يمكننا تقدير متوسط وزن   .(y( بوزنه )xطول الشخص )
. و يعود مفهوم الانحدار شخاص الذين لهم طول مفروض سلفا  الأ مجموعة

Regression  عندما درس العلاقة بين أطوال الآباء و  1886 للعالم غالتون عام
فوجد أن  ، أطوال أبنائهم فقد أخذ عينة من الآباء و قاس أطوالهم و أطوال أبنائهم

وال الأبناء للمجتمع . و من متوسط أط ا  متوسط أطوال الأبناء ينزع ليكون قريب
طوال القامة أقصر من أطوال  ءالدليل على ذلك فقد لاحظ أن أطوال أبناء الآبا

آبائهم و أطوال أبناء الآباء قصار القامة أطول من آبائهم . لذلك أطوال الأبناء 
معدل  ترتبط بأطوال الآباء لكنها دائما  تنزع باتجاه معدل أطوال المجتمع . أو

ناء تنحدر من معدل طول المجتمع و تدعى هذه الظاهرة بالانحدار أطوال الأب
 نحو المعدل . 

و لهذا الموضوع تطبيقات كثيرة في العلوم الصحيحة كما في العلوم الاجتماعية 
والاقتصادية و الزراعية ... الخ. فمثلا  قد نريد التنبؤ بوزن الشخص إذا علمنا 

بسرطان إذا عُلمت كمية التدخين أو التنبؤ طوله أو عمره أو التنبؤ بشدة الإصابة 
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بعدد ضربات القلب إذا علمنا الكمية الكبرى للأكسجين المستنشق أو التنبؤ 
 سترول.يلو بنوبة قلبية إذا علمنا كمية الكبإمكانية الإصابة 

 لدراسة العلاقة بين متغيرين نأخذ عينة عشوائية ونسجل
 (x1, y1), (x2, y2), … , (xn, yn)  مشاهدات المتغيرين(x, y )  ثم نرسم المخطط

مستقيم في )   منحى خطيفإذا تبين أن نقاط العينة تتوضع حول  ،الانتشاري 
على وجود علاقة خطية بين  ا  أولي ( نكون قد أوجدنا دليلا  OXY مستوي ال

في الخطوة التالية نبدأ بتحليل الانحدار أي الكشف عن العلاقة  . x ,yالمتغيرين 
𝑦الرياضية  = 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑒      التي تربطx   بـy .   يمكننا الاستفادة  و أخيرا

بدلالة قيم معطاة للمتغير المستقل   yمن هذه العلاقة في تقدير قيم المتغير التابع 
x  . 

معالم )وسطاء(  a, b ندعو المعادلة السابقة بمعادلة الانحدار و ندعو الثوابت 
 𝑦𝑖 تكب وهو الفرق بين القيم المشاهدة فهو الخطأ المر e أما الحد العلاقة، 

𝑎𝑥𝑖ومقدراتها  + 𝑏  1حيث ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   و ندعو المستقيم𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 
 بخط الانحدار.

 تقدير المعالم بطريقة المربعات الصغرى :   6-5-1

عند رسم مخطط الانتشار للبيانات سنجد كما ذكرنا مجموعة من النقاط المنتشرة 
و ذلك لأن ، و لن تكون واقعة على استقامة واحدة ، على شكل منحى خطي 

و سنحاول تعيين ذلك ،  x يتأثر بعوامل و متغيرات أخرى عدا المتغير   y المتغير
خر سنبحث عن ذلك الخط آو بمعنى ، المستقيم الذي يمر وسط هذه النقاط 

و الذي يكون الأقرب إلى تلك النقاط و بأسلوب تحليلي إذا بدلنا  bو aالمحدد بـ 
 قيم المشاهدات 
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(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), … , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)  سنحصل على ففي المعادلة المفترضةn 
     علاقة :

𝑦1 = 𝑎𝑥1 + 𝑏 + 𝑒1  
  𝑦2 = 𝑎𝑥2 + 𝑏 + 𝑒2 , … 

𝑦𝑛 = 𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 + 𝑒𝑛 

اللتين تجعلان  bو  𝑎 حسب طريقة المربعات الصغرى سنبحث عن القيمتين
∑ 𝑒𝑖

2𝑛
𝑖=1  مجموع مربعات الفروق بين القيم المشاهدة𝑦𝑖   و المحسوبة𝑎𝑥𝑖 +

𝑏   أصغر ما يمكن فإذا رمزنا بـ𝑏̂  , 𝑎̂ تين تجعل المقدار الآيلتلك القيمتين اللت 
, 𝑎بالنسبة لكل من  أصغر ما يمكن 𝑏   

𝑄 ( 𝑎 , 𝑏 ) =  ∑ (𝑦𝑖 − 𝑎̂𝑥𝑖 − 𝑏̂)
2 𝑛

𝑖=1  

, 𝑄 ( 𝑎ن المقدار إحيث  𝑏 )  يمثل مجموع الفروقات بين القيم الفعلية والقيم
 مساويا  للصفر : b و   α نجعل مشتقي هذه المعادلة بالنسبة لكل من المقدّرة. 

∑ 𝑥𝑖(𝑦𝑖 − 𝑎̂𝑥𝑖 − 𝑏̂) = 0 𝑛
𝑖=1  
∑ (𝑦𝑖 − 𝑎̂𝑥𝑖 − 𝑏̂)𝑛

𝑖=1 = 0  

 نجد : 𝑏̂و  𝑎̂وبحل هاتين المعادلتين بالنسبة لـ 

 (6-11                ) 𝑎̂   =  
𝑛 ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 −∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

𝑛 ∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 − (∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 )

2 

(6-12)                                    𝑏̂ =  𝑦̅ − 𝑎𝑥   

𝑦̅   حيث    =
1

𝑛
∑ 𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1             ,         𝑥̅ =

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 
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تنتج من تقسيم كل من البسط   𝑎̂و يمكن استخدام صيغة حسابية مكافئة لحساب 
 حيث يحصل : n( على 11-6والمقام في )

(6-13               )𝑎̂   =  
∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 −

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 − 
(∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 )

2

𝑛

 

 أو  
(6-14              )𝑎̂   =  

∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 −𝑛 𝑦̅𝑥̅𝑛
𝑖=1

∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 −𝑛(𝑥̅)2
 

𝑦̂: ندعو المعادلة  ملاحظة =   𝑎̂ 𝑥 + 𝑏̂    بمقدر المربعات الصغرى لمعادلة
𝑦    للمجتمع الانحدار  = 𝑎 𝑥 + 𝑏 + 𝑒. 

 :  ( 7-6مثال )
الذي درسنا فيه ارتباط الكمية الكبرى للأكسجين المستنشق  ( 2-6بالعودة للمثال )

(x ( مع معدل ضربات القلب )y ( و بالنظر إلى الشكل ) الذي يوضح  1-6 )
. لنستخدم طريقة المربعات  yو مشاهدات  xوجود علاقة خطية بين مشاهدات 

𝑦̂الصغرى لإيجاد هذه العلاقة  =   𝑎̂ 𝑥 + 𝑏̂ 
  الحل :

 : الآتية( حسبنا القيم 2-6في الجدول ) 

∑ 𝒙𝐢
10
𝑖=1 = 333      ,   𝒙̅ =

333

10
=  33.3      , ∑ 𝒚𝒊

10
𝑖=1  =   1386  

𝒚̅ =  
1386

10
= 138.6  , ∑ 𝒙𝒊𝒚𝒊  = 51940 , ∑ 𝒙𝒊

𝟐 = 13237𝑛
𝑖=1

10
𝑖=1  

 ( :  14-6نعوض في العلاقة ) 
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𝑎̂   =  
∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 −𝑛 𝑦̅𝑥̅𝑛

𝑖=1

∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 −𝑛(𝑥̅)2
=

51940−10 (33.3)(138.6)

13237 −10 (33.3)2
= 2.694  

 ( :  12-6ثم في العلاقة )  

𝑏̂ =  𝑦̅ − 𝑎 𝑥̅ = 138.6 − (2.694)(33.3) ≅ 48.9  
على  yكون مقدر المربعات الصغرى لمعادلة انحدار معدل ضربات القلب يف

 هو :  xالكمية الكبرى للأكسجين المستنشق 
𝑦̂ =   2.694  𝑥 +  48.9  

يمكن من هذه المعادلة التنبؤ بمعدل ضربات القلب لشخص  إذا كانت كمية 
𝑥الأكسجين المستنشقة على سبيل المثال تساوي  = ة و ذلك بأن نعوض قيم 30

𝑦̂لنحصل على  𝑥 بـ  30 =   2.694  (30) +  48.9 = 129.7 
𝑦  و لرسم خط الانحدار و هو المستقيم الذي معادلته =   2.694  𝑥 +  48.9 

,  𝑀2( 30يكفي تحديد نقطتين يمر منهما  129.7 ) , 𝑀1( 0  , 48.9 ) 

 
 .( مستقيم الانحدار لعلاقة كمية الاكسجين بمعدل ضربات القلب6-6الشكل )
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 : aاختبار الفرضيات حول ميل خط الانحدار الخطي  6-5-2

 هي : xعلى المتغير  y وجدنا أن مقدر معادلة الانحدار المتغير 
          (6-15)𝑦̂ =   𝑎̂ 𝑥 + 𝑏̂                     

فإن ميل المستقيم في تلك  xو  yو عندما لا يكون هناك علاقة خطية بين 
𝑎المعادلة يكون صفرا   = بين  ρمعامل الارتباط الخطي  كان و هذا يكافئ إن 0

ρ ن :، أي إ معدوما   y و x  المتغيرين  = يمكن استبدال فرضية من ثَم  و  0  
𝐻0أي  𝑎العدم و الفرضية البديلة لانعدام   ∶   𝑎 = لا يوجد علاقة خطية )   0

𝐻1 ( ومقابل الفرضية  ∶  𝑎 ≠ بفرضية العدم و ( هناك علاقة خطية) 0  
H0 او المكافئة له ρالفرضية البديلة المتعلقة بـ   ∶    ρ =        مقابل 0  

. H1  ∶  ρ ≠   0 
𝜌( فهذا يكافئ a=0) y و xنه لا علاقة خطية بين أفإذا فرضنا  = عندئذ من ف 0

𝑇0حصاء ذا وقعت قيمة الإإتكون الفرضية صحيحة  αأجل مستوى دلالة  =

  
  𝑅 √𝑛−2 

√1− 𝑅2
 

𝑡𝛼 − ]في المجال  
2⁄ (𝑛 − 2)  ,    𝑡𝛼

2⁄ (𝑛 −  Rحجم العينة و  nحيث  [(2
 .  𝜌مقدر معامل الارتباط الخطي  

 :(8-6مثال)
( تشير لوجود علاقة خطية بين معدل 2-6هل البيانات الواردة في المثال )

αوذلك من أجل  و الكمية الكبرى للأكسجين المستنشق . yضربات القلب  =

0.01. 
 : تيةبالخطوات الآنقوم  الحل :

αو ذلك من أجل ، نضع فرضية العدم و الفرضية البديلة  -1  = 0.01  
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   𝐻0  ∶ 𝑎 = 𝐻1 مقابل الفرضية لا يوجد علاقة خطية   0    ∶ 𝑎 ≠   0 
 هناك علاقة خطية              

≅ 𝑟فوجدنا  r( مقدر معامل الارتباط 2-6حسبنا في المثال ) -2 0.92   
𝑡0( قيمة إحصائية التقدير 3-6وحسبنا في المثال ) ≅ 6.7  . 

= αنعين منطقة القبول و ذلك من أجل  -3 𝛼. نحسب 0.01
2⁄ = 0.005  

 8والواقعة في جدول ستودنت في سطر درجة الحرية   𝑡0.005 ( 8)نعين القيمة 
𝑡0.005 ( 8)فنجد   0.005 و عمود  = 3.355   . 

= 𝑡0بما أن  -4 و   𝐻0نرفض   [  3.355     3.355− ]تقع  خارج     6.7
 أي يوجد علاقة خطية بين معدل ضربات القلب و كمية الأكسجين .   𝐻1نقبل 

   Coefficient Of Determinationمعامل التحديد  6-5-3

ن خطيا  و بفرض أن علاقة الانحدار للعينة  ان مرتبطامتغير   x , yبفرض أن 
(x1, y1), (x2, y2), … , (xn, yn)   هي𝑦̂ =   𝑎̂ 𝑥 + 𝑏̂   حيث 𝑏̂ و  𝑎̂  

بـ   نعرف معامل التحديد لهذه العلاقة و الذي سنرمز له bو  𝑎الوسيطين  امقدر 
R2  أو التغير( في بيانات المتغير  التباينبأنه نسبة(y أو  تباينالمفسرة بال(

المفسر  التباين. و بعبارة أخرى هي نسبة xبالتغير( في قيم المتغير المستقل 
   yالكلي في بيانات المتغير  التباينبالنموذج إلى 

          (6-16       )        R2   =      
∑ (ŷi− y̅ ) 2      n

i=1

∑ (yi− y̅ ) 2      n
i=1
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∑ حيث (yi − y̅ ) 2 n
i=1 المشاهدات عن متوسطها بينما  تباين قيس حجمي

∑ (ŷ − y̅ ) 2n
i=1  تباينفيقيس حجم 𝑦𝑖̂  بيانات المتغيرy  المحسوبة من

 ( و يمكن أن نثبت أن  15-6)  النموذج

    (6-17)R2   =   1 −   
∑ (yi− ŷ ) 2      n

i=1

∑ (yi− y̅ ) 2      n
i=1

                  

yiحيث       = 𝑎̂ xi + 𝑏̂     . 
≥ 0  إن قيمة معامل التحديد تحقق  R2 ≤ من R2 . فكلما اقتربت قيمة   1

أقرب إلى    R2 و كلما كانت التغير .الواحد زادت جودة النموذج في تفسير 
فإن  R2=1وإذا  الصفر كانت النموذج أقل جودة في تفسير التغير في البيانات.

,x1)النقاط  y1), (x2, y2), … , (xn, yn)  تقع جميعها على خط معادلة
 الانحدار .

𝑦̂  نستنتج من أجل معادلة الانحدار =   𝑎̂ 𝑥 + 𝑏̂ . 

 . Rليس الا مربع معامل الارتباط الخطي  R2معامل التحديد  -1

لا الجذر التربيعي لمعامل التحديد مضروبا  إليس  Rومعامل الارتباط الخطي  -2
 :  حيث 𝑎̂بإشارة 

𝑆𝑖𝑔 ( 𝑎̂ ) =  𝑎̂5 >عندما  1+

𝑆𝑖𝑔 ( 𝑎̂ )و  =  >𝑎̂ 5عندما   1−

 :(9-6) مثال
معادلة الانحدار بالعودة لمثال كمية الأكسجين و معدل ضربات القلب حيث كانت 

𝑦̂  الخطي =   2.694  𝑥 +  48.9   
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𝑎̂و بما أن  > 𝑅2فإن   0 =  𝜌2 =  (0.92)2 ≅ و نفسر ذلك بقولنا   0.85
) معدل ضربات القلب ( تفسر بمعادلة  yمن التغير في قيم  تقريبا    %85ن: إ

 .  المستنشق خط الانحدار المقدرة أي تفسر بتغير كمية الأكسجين
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 تمارين ومسائل

على نتائج إحدى العمليات   xأجريت تجربة لدراسة تأثير درجة الحرارة -1
 :تيةالكيميائية وتم الحصول على البيانات الآ

 حسب معامل الارتباط الخطي لبيرسون .ا -أ

:𝐻0ختبر الفرضية  ا -ب 𝜌 = :𝐻1ضد الفرضية البديلة  0 𝜌 ≠ عند مستوى  0
 .  𝛼=0.01معنوية 

 وجد نموذج الانحدار الخطي المقدر.أ -ت

 حسب معامل التحديد وفسره .ا -ث

إذا كان معروف أن هناك علاقة بين فترة الإصابة بمرض معين وعدد   -2
مصابين بهذا المرض وسجلت  10 البكتريا في العضو المصاب. تم اختيار 

المستشفى وحصلنا على البيانات  ابتهم بالمرض عند دخولهمأطول فترات إص
 :لآتيةا

6 8 4 7 6 10 7 5 10 9 
X  عدد البكتريا

 )بالألف(

7 11 8 14 10 13 9 8 11 12 
Y  فترة الإصابة 

 )باليوم(

x -5 -4 -3 -1 -1 0 1 2 3 4 5 
y 1 5 4 7 10 8 9 13 14 13 18 
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 حسب معامل الارتباط الخطي لبيرسون .ا  -أ

 قارن بين النتيجتين. ، ثُم  حسب معامل سبيرمان لارتباط الرتب ا  -ب

أجريت تجربة لتقدير العلاقة بين درجة الحرارة ومعدل دقات القلب في  -3
 :تيسجلت البيانات في الجدول الآ   Rana pipiens الضفدعة المسماة

 الحيوان 1 2 3 4 5 6 7 8 9
18 16 14 12 10 8 6 4 2   X درجة الحرارة 

32 29 32 23 22 14 11 11 5 
  Y  دقات القلب

 بالدقيقة

 حسب معامل سبيرمان لارتباط الرتب ا -أ

 أوجد معادلة الانحدار المقدرة؟ -ب

:𝐻0ختبر فرض العدم ا -ت 𝑎 = :𝐻1ضد الفرض البديل  0 𝑎 ≠ عند  0
 . 𝛼=0.05مستوى معنوية 

 حسب معامل التحديد للعلاقة المقدرة وفسر النتيجة.ا -ث

الدقيقة( عند الإناث أجريت تجربة لتقدير العلاقة بين العمر ودقات القلب )في  -4
 سنة . استخدم البيانات المعطاة في   13تتراوح من واحد إلى  نّ أعمارهلواتي ال

 في إيجاد: لآتيالجدول ا

 الأنثى 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1   X العمر 
83 84 88 90 90 88 93 92 99 102 108 108 111 y دقات القلب 
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 أوجد معادلة الانحدار المقدرة بين العمر وعدد دقات القلب؟ -أ

 حسب معامل التحديد .ا -ب

α ختبر معنوية معادلة الانحدار  من أجلا -ت = 0.02. 

بالملليمتر والمطلوب إيجاد  y وعرضها  xالجدول الآتي يبين طول الجمجمة -5
 ومعامل سبيرمان لارتباط الرتب . ، معامل الارتباط الخطي

71 58 72 73 79 66 76 70 80 63 X الطول 
35 39 37 42 46 39 38 45 42 40 Y  العرض 

 يعطي قياسات تمثل طول الأب وطوال الابن الأصغر. لآتيالجدول ا -6

 سه لأقرب بوصة(.ي)البيانات مق     

74 69 72 70 64 68 x 
70 66 73 69 68 67 y 

 أوجد معامل الارتباط الخطي البسيط.       

لدراسة العلاقة بين عدد الكيلوجرامات التي يفقدها شخص في برنامج   -7
اختيرت عينة ، لإنقاص الوزن وعدد الأسابيع التي يقضيها  لإنقاص الوزن 

أشخاص ممن يتبعون هذا البرنامج الغذائي وتم الحصول على   5عشوائية من
 : لآتيةالبيانات ا

 x    عدد الأسابيع 6 5 4 9 11
    y الوزن المخفض 3 2 1 4 5



351 
 

  قدر قيمة معامل الارتباط الخطي . واختبر معنوية الارتباط عند والمطلوب :  
 .  𝛼=0.01مستوى معنوية 

 :أوزان وأطوال مجموعة من الذكور البالغين والمطلوب  يأتيفيما  -8

176 165 171 170 150 175 180 159  xالطول 
74 63 73 70 65 79 88 68  y  الوزن 

أوجد معادلة خط الانحدار المقدرة لانحدار الوزن على الطول ثم استخدمها في  -أ
 .سم183تقدير وزن شخص طوله 

 أوجد معادلة خط الانحدار المقدرة لانحدار الطول على الوزن .   -ب

  5وذلك لمدة ،  مريض نفسي 1000 قام باحث بالحصول على بيانات من  -9
يمثل الدرجة التي حصل عليها الشخص في بداية العلاج  x فإذا كان، سنوات

 ،Y تيةام البيانات الآدالدرجة التي حصل عليها بعد تلقي العلاج باستخ: 

 ∑ xi = 3000 ،∑ yi = 5000  ،∑  xiyi = 3000  ،∑ xi
2 = 14000  

 والمطلوب:
 .أوجد معادلة الانحدار المقدرة  -أ

 .x=4عندما  yأوجد قيمة   -ب
 . rأوجد معامل الارتباط ف  sy=10 إذا كانت قيمة   -ت

 أزواج: 6يعطي الجدول التالي أعمار الزوج والزوجة بالسنوات لعينة من   -11

42 53 25 51 25 35 X  عمر الزوجة 
44 55 31 49 25 38 Y عمر الزوج 
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 أوجد معامل الارتباط؟ -أ
 .   𝛼=0.04اختبر معنوية معامل الارتباط من أجل  -ب

ات وجد أن حجم المخ يتغير مع يالثديفي دراسة أجريت على إحدى أنواع   -11
وزن الجسم من فرد لآخر وأن العلاقة بين حجم المخ ووزن الجسم على 

 الشكل:

 أوجد معامل الارتباط الخطي لبيرسون .  -أ

 .لإيجاد معادلة الانحدار المقدرة تيةالبيانات الآاستخدم   -ب

 .  𝛼=0.05ختبر معنوية العلاقة عند مستوى معنوية ا  -ت

( وعدد كرات الدم  mg/100mlسا  ي)مق x لدراسة العلاقة بين الهيموجلوبين  -12
  12اختيرت عينة عشوائية من  ،بالمليون لكل ملليمتر مكعب  y الحمراء 

من مجتمع ما وتم قياس تركيزات الهيموجلوبين وعدد كرات الدم  ا  بالغ ا  ذكر 
 : لآتيالحمراء لكل مفردة والبيانات معطاة في الجدول ا

 .لارتباط الرتبوالمطلوب :احسب معامل سبيرمان 

54 52 49 47 46 44 41 40 37 35 30  X وزن الجسم 
439 435 425 419 412 408 409 390 380 379 360 Yحجم المخ 

14.7 15.6 14.9 15.7 14.8 15.2 16.1 14.5 13.0 14.2 16.4 15.2 x 
4.8 4.6 4.8 4.7 4.3 5.2 6.1 4.3 4.2 4.5 5.4 5.1 y 
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تبعا   تيوتم تصنيفهم في الجدول الآ، رجل متزوج  200 عينة عشوائية من  -13
 للتعليم وعدد الأطفال :

 عدد الأطفال
 التعليم

 1-0 3-2 3أكثر من 
 بسيط 14 37 32
 متوسط 19 42 17
 جامعي 12 17 10

هل تعتقد  حسب معامل التوافق بين عدد الأطفال ومستوى التعليم .والمطلوب : ا
 ؟هناك علاقة بين عدد الأطفال ومستوى التعليم

حسب  ا  شخص  2764تصنيف لعينة عشوائية من الآتييعطى الجدول  -14
 الدخل بالدولار والفترة منذ آخر زيارة لاستشارة طبيب .

 الدخل شهور  6منذ  شهور لسنة  7من أكثر من سنة
 3000أقل من  186 38 35
45 54 227 3000-4999 
78 78 219 5000-6999 
140 112 355 7000-9999 
 10.000أكثر من  653 285 259

 هل تعتقد هناك علاقة ارتباط بين الدخل ومراجعة الطبيب؟والمطلوب : 
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لدراسة العلاقة بين حساسية الجلد من ضوء الشمس ولون العين حصل  -15
وذلك من ، طبيب متخصص في الأمراض الجلدية على البيانات التالية 

 شخص .  100عينة عشوائية من 

 تأثير الأشعة
 لون العين

 قوي  متوسط ضعيف
 أزرق  19 27 4
 رمادي أو أخضر 7 8 5
 بني 1 13 16

 ؟هناك علاقة بين لون العين وحساسية الجلد  : إِّن  هل يمكن القول والمطلوب : 

 

  


